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Numerické integrovanie

Riešenie určitého integrálu funkcie f (x) na intervale [a, b] pomocou známeho
Newton-Leibnitzovho vzorca

b∫
a

f (x)dx = F (b)− F (a)

je pomerne jasná záležitost’, pokial’ samozrejme poznáme primit́ıvnu funkciu. V praxi sa
často stane, že primit́ıvnu funkciu F (x) k funkcii f (x) nevieme nájst’, či svojou
zložitost’ou prestáva mat’ praktické využitie alebo dokonca vôbec neexistuje.

My sa zameriame na problematiku výpočtu určitého integrálu
∫ b
a f (x)dx z pohl’adu

jeho geometrickej interpretácie, t. j. tento nám určuje obsah plochy vymedzený
grafom funkcie f (x) a osou x-ovou v medziach intervalu [a, b].

Numerický výpočet tohto integrálu budeme nazývat’ numerická kvadratúra.
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Numerické integrovanie

y

x

y=f x( )

ba

Obr.: Geometrická interpretácia určitého integrálu
b∫
a

f (x)dx .
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Newton-Cotesove kvadratúrne vzorce

Newton-Cotesova metóda je založená na nahradeńı funkcie f (x) na intervale [a, b]
interpolačným polynómom s ekvidǐstančnými uzlami patričného stupňa, ktorý už
následne zintegrujeme vel’mi l’ahko, ked’že jeho primit́ıvnu funkciu poznáme.

Z pohl’adu rozmiestnenia určenia polynómu uzlovými bodmi môžeme metódy rozdelit’

do dvoch skuṕın, a to:

a) uzavreté vzorce - krajné body intervalu [a, b] sú zároveň uzlovými,

b) otvorené vzorce - krajné body intervalu [a, b] nie sú uzlovými bodmi a uzly sú
rozmiestnené symetricky okolo stredu intervalu [a, b].

My sa budeme v d’aľsom zaoberat’ metódami uzavretými.
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Elementárne uzavreté Newton-Cotesove vzorce
Elementárne uzavreté lichobežńıkové pravidlo

Funkciu f (x) nahrad́ıme na intervale [a, b] lineárnym interpolačným polynómom (teda
polynómom 1. stupňa)

L1(x) = f (a) · x − b

a− b
+ f (b) · x − a

b − a

a jeho následnou integráciou, použit́ım jednoduchých úprav, dostávame pre integrál
odhad, tzv. elementárne uzavreté lichobežńıkové pravidlo

b∫
a

f (x)dx ≈
b∫

a

L1(x)dx =

b∫
a

(
f (a) · x − b

a− b
+ f (b) · x − a

b − a

)
dx

= . . . =
b − a

2
(f (a) + f (b)).
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Elementárne uzavreté Newton-Cotesove vzorce
Elementárne uzavreté lichobežńıkovo pravidlo

y=L1( )x

y=f x( )

ba

Obr.: Geometrická interpretácia elementárneho uzavretého lichobežńıkovho1 pravidla.

1Názov metódy pochádza z nahradenia plochy integrálu lichobežńıkom s vrcholmi a, b, f (b), f (a).
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Elementárne uzavreté Newton-Cotesove vzorce
Elementárne uzavreté Simpsonovo pravidlo

Nahradeńım funkcie f (x) kvadratickým interpolačným polynómom 2. stupňa

L2(x) = f (a) · (x − s) (x − b)

(a− s) (a− b)
+ f (s) · (x − a) (x − b)

(s − a) (s − b)
+ f (b) · (x − a) (x − s)

(b − a) (b − s)
,

kde s = a+b
2 je stred intervalu [a, b].

Dosadeńım a integráciou dostávame elementárne uzavreté Simpsonovo pravidlo

b∫
a

f (x)dx ≈
b∫

a

L2(x)dx = . . . =
b − a

6
(f (a) + 4f (s) + f (b))

=
b − a

6

(
f (a) + 4f

(
a + b

2

)
+ f (b)

)
.
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Elementárne uzavreté Newton-Cotesove vzorce
Elementárne uzavreté Simpsonovo pravidlo

Elementárne uzavreté Simpsonovo pravidlo pri označeńı

a = x0, s =
a + b

2
= x1, b = x2,

kde

f (x0) = f0, f (x1) = f1, f (x2) = f2,

môžeme zaṕısat’ v tvare

b∫
a

f (x)dx ≈ b − a

6
(f0 + 4f1 + f2) .

Toto pravidlo (vzorec, formula) je trojkroké (druhého stupňa, ked’že n = 2, i = 0, 1, 2).
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Elementárne uzavreté Newton-Cotesove vzorce
Elementárne uzavreté Simpsonovo pravidlo

y=f x( )

( )/2a+b ba

y=L2( )x

Obr.: Geometrická interpretácia elementárneho uzavretého lichobežńıkovho pravidla.
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Zovšeobecnené elementárne uzavreté Newton-Cotesove vzorce
Zovšeobecnený elementárny uzavretý Newton-Cotesov vzorec

Zovšeobecnený elementárny uzavretý Newton-Cotesov vzorec
vznikne nahradeńım f (x) Lagrangeovým interpolačným polynómom stupňa n

b∫
a

f (x)dx ≈
b∫

a

Ln(x)dx = (b − a)
n∑

i=0

Hi · fi ,

kde Hi sú Cotesove koeficienty a xi sú uzly, xi = a + i · h, kde h = b−a
n je krok pre

indexovú množinu i = 0, 1, . . . , n, pri označeńı fi = f (xi ).
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Zovšeobecnené elementárne uzavreté Newton-Cotesove vzorce
Zovšeobecnené elementárne uzavreté Newton-Cotesove vzorce

Zovšeobecnené elementárne uzavreté Newton-Cotesove vzorce

stupeň názov metódy vzorec

n = 1 lichobežńıkové
b∫
a
f (x)dx ≈ b−a

2 (f0 + f1)

n = 2 Simpsonovo
b∫
a
f (x)dx ≈ b−a

6 (f0 + 4f1 + f2)

n = 3 3/8 Simpsonovo
b∫
a
f (x)dx ≈ b−a

8 (f0 + 3f1 + 3f2 + f3)

n = 4 Booleho
b∫
a
f (x)dx ≈ b−a

90 (7f0 + 32f1 + 12f2 + 32f3 + 7f4)
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Zovšeobecnené elementárne uzavreté Newton-Cotesove vzorce
Chyba zovšeobecneného elementárneho Newton-Cotesových vzorcov

Chyba zovšeobecneného elementárneho Newton-Cotesových vzorcov priamo
záviśı na chybe interpolačného polynómu

ε(x) =
1

(n + 1)!

∫ b

a
f (n+1) (ξ) (x − x0)(x − x1) . . . (x − xn)dx ,

kde ξ ∈ [a, b].
Riešeńım tohto integrálu dostávame odhad zvlášt’ pre n párne a n nepárne.

ε(x) =
f (n+2) (ξ)

(n + 2)!

∫ b

a
x(x − x0)(x − x1) . . . (x − xn)dx , pre n párne,

ε(x) =
f (n+1) (ξ)

(n + 1)!

∫ b

a
(x − x0)(x − x1) . . . (x − xn)dx , pre n nepárne,

kde ξ ∈ [a, b].
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Zovšeobecnené elementárne uzavreté Newton-Cotesove vzorce
Chyba zovšeobecneného elementárneho Newton-Cotesových vzorcov

Chyba zovšeobecneného elementárneho Newton-Cotesových vzorcov
Tieto integrály je možné pre konkrétne stupne n vypoč́ıtat’. V tabul’ke uvádzame
prehl’ad chýb elementárnych Newton-Cotesových vzorcov

stupeň názov metódy chyba

n = 1 lichobežńıkové ε(x) = −(b − a)3

12
· f (2) (ξ)

n = 2 Simpsonovo ε(x) = −(b − a)5

90
· f (4) (ξ)

n = 3 3/8 Simpsonovo ε(x) = −3 (b − a)5

80
· f (4) (ξ)

n = 4 Booleho ε(x) = −8 (b − a)7

945
· f (6) (ξ)
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Zložené uzavreté Newton-Cotesove vzorce
Motivácia pre zložené uzavreté Newton-Cotesove vzorce

Dalo by sa očakávat’, že so zvyšujúcim počtom podintervalov, sa bude presnost’

zvyšovat’ (a chyba zmenšovat’).
Opak je však pravdou. Z predošlej tabul’ky je vidno, že vyš̌śı stupeň interpolačného
polynómu nezaručuje vo všeobecnosti vyš̌siu presnost’, skôr naopak. Spomeňme tiež
tendenciu polynómov vyš̌śıch rádov oscilovat’ mimo uzlových bodov, tzv. Rungeho
paradox .
To viedlo k myšlienke rozdelenia intervalu [a, b] na siet’ podintervalov a na
jednotlivých podintervaloch použit’ elementárne Newton-Cotesove vzorce.
Pri zachovańı ekvidǐstantnosti siete, týmto dostávame tzv. zložené uzavreté
Newton-Cotesove vzorce.
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Rungeho paradox

Obr.: Ukážka Rungeho paradoxu pri aproximáciu Rungeho funkcie f (x) = 1
1+25x2 , ktorá je

vykreslená červenou krivkou. Modrá krivka je interpolačnou polynóm rádu n = 5 (použ́ıva šest’

ekvidǐstantných uzlových bodov). Zelená krivka je interpolačnou polynóm rádu n = 9 (použ́ıva
desat’ ekvidǐstantných uzlov). Vzrast miery nepresnosti je zjavný najmä na krajoch intervalu.
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Zložené uzavreté Newton-Cotesove vzorce
Zložené uzavreté lichobežńıkové pravidlo

Rozdel’me interval [a, b] na siet’ m (indexová množina bude odteraz i = 0, 1, 2, . . . ,m.)
ekvidǐstantných podintervalov d́lžky h = b−a

m , teda pre uzlové body plat́ı xi+1 − xi = h

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xm = b.

Na každom z týchto podintervalom aplikujeme elementárne lichobežńıkové pravidlo.∫ b

a
f (x)dx =

x1∫
x0

f (x)dx +

x2∫
x1

f (x)dx + . . .+

xm∫
xm−1

f (x)dx

≈ h

2
(f0 + f1) +

h

2
(f1 + f2) + . . .+

h

2
(fm−1 + fm) ,

po úprave dostávame zložené uzavreté lichobežńıkové pravidlo

b∫
a

f (x)dx ≈ h ·
(

1

2
f0 + f1 + f2 + . . .+ fm−1 +

1

2
fm

)
.

16 Numerická kvadratúra 5. decembra 2023 Pavol ORŠANSKÝ



Zložené uzavreté Newton-Cotesove vzorce
Zložené uzavreté lichobežńıkové pravidlo

hh

y f x= ( )

.....x2x1 b x= ma x= 0

Obr.: Grafická interpretácia zloženého uzavretého lichobežńıkovho pravidla
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Zložené uzavreté Newton-Cotesove vzorce
Chyba zloženého uzavretého lichobežńıkovho pravidla

Chyba na každom z podintervalov [xi+1, xi ] je daná vzt’ahom

εi (x) = −h3

12
f (2) (ξi ) ,

čo pre celkovú chybu predstavuje

ε(x) = −h3

12

(
f (2) (ξ1) + f (2) (ξ2) + . . .+ f (2) (ξm)

)
Pre spojitú funkciu f (x) na intervale [a, b] existuje také ξ ∈ [a, b], že plat́ı

m · f (2) (ξ) = f (2) (ξ1) + f (2) (ξ2) + . . .+ f (2) (ξm) .
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Zložené uzavreté Newton-Cotesove vzorce
Chyba zloženého uzavretého lichobežńıkovho pravidla

A teda pre odhad chyby zloženého lichobežńıkového pravidla plat́ı

ε(x) = −h3

12
m · f (2) (ξ) = −(b − a)3

12m3
m · f (2) (ξ) = −(b − a)3

12m2
f (2) (ξ) .

Pre praktické účely je však vhodneǰsie použit’ horný odhad, teda odhad chyby
zloženého lichobežńıkového pravidla je

|ε(x)| ≤ (b − a)3

12m2
M2,

kde M2 = max
x∈[a,b]

∣∣f (2) (x)
∣∣.
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Zložené uzavreté Newton-Cotesove vzorce
Zložené uzavretého Simpsonovo pravidla

Podobným spôsobom môžeme odvodit’ zložené uzavreté Simpsonovo pravidlo. Interval
[a, b] však teraz rozdeĺıme na párny m = 2n počet podintervalov d́lžky h = b−a

m a
na dvojice susedných podintervalov použijeme elementárne Simpsonovo pravidlo, teda
interpolačný polynóm druhého stupňa.

b∫
a

f (x)dx ≈ h

[(
1

3
f0 +

4

3
f1 +

1

3
f2

)
+

(
1

3
f2 +

4

3
f3 +

1

3
f4

)

+ . . .+

(
1

3
fm−2 +

4

3
fm−1 +

1

3
fm

)]

=
h

3
(f0 + 4f1 + 2f2 + 4f3 + 2f4 + . . .+ 2fm−2 + 4fm−1 + fm).
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Zložené uzavreté Newton-Cotesove vzorce
Chyba zloženého uzavretého Simpsonovho pravidla

Chyba zloženého Simpsonovho pravidla je daná výrazom

ε(x) = −mh5

90
f (4) (ξ) = −(b − a) h5

90
f (4) (ξ) .

Jej horný odhad potom je

|ε(x)| ≤ (b − a)5

90m4
M4,

kde M4 = max
x∈[a,b]

∣∣f (4) (x)
∣∣.
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Zložené uzavreté Newton-Cotesove vzorce
Pŕıklad zloženého uzavretého lichobežńıkovo a Simpsonovho pravidla

Pŕıklad (1.a)

Určme približné riešenie určitého integrálu

4∫
1

√
1 + x3dx

s počtom krokov m = 6

a) lichobežńıkovou metódou,

b) Simpsonovou metódou.

22 Numerická kvadratúra 5. decembra 2023 Pavol ORŠANSKÝ



Zložené uzavreté Newton-Cotesove vzorce
Pŕıklad použitia zloženého uzavretého lichobežńıkovo a Simpsonovho pravidla

Pŕıklad (1.b)

Pre m = 6 je krok na danom intervale h = b−a
m = 4−1

6 = 0.5.

xi 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

fi = f (xi ) =
√

1 + x3
i

√
2
√

4.375 3
√

16.625
√

28
√

43.875
√

65

a) Použit́ım lichobežńıkového pravidla dostávame

4∫
1

√
1 + x3dx ≈ 0.5

(
1

2

√
2 +
√

4.375 + 3 +
√

16.625 +
√

28 +
√

43.875 +
1

2

√
65

)
.

= 12.911.
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Zložené uzavreté Newton-Cotesove vzorce
Pŕıklad použitia zloženého uzavretého lichobežńıkovo a Simpsonovho pravidla

Pŕıklad (1.c)

Pre m = 6 je krok na danom intervale h = b−a
m = 4−1

6 = 0.5.

xi 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

fi = f (xi ) =
√

1 + x3
i

√
2
√

4.375 3
√

16.625
√

28
√

43.875
√

65

b) Simpsonovým pravidlom máme pre približné riešenie

4∫
1

√
1 + x3dx ≈ 0.5

3

(√
2 + 4

√
4.375 + 2 · 3 + 4

√
16.625 + 2

√
28 + 4

√
43.875 +

√
65
)

.
= 12.872.
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Gaussova kvadratúra

Obr.: Porovnanie lichobežńıkového pravidla a Gaussovej kvadratúry pre dva uzlové body.

Polynóm f (x) = 7x3 − 8x2 − 3x + 3, pre ktorý plat́ı
1∫

−1

(7x3 − 8x2 − 3x + 3)dx=2/3, je

aproximovaný lichobežńıkom vo funkčných hodnotách f (−1) + f (1) = −10 a Gaussovou
kvadratúrou 2. rádu, t. j. súčtom 1 · f (−

√
1/3) + 1 · f (

√
1/3) = 2/3 (nakol’ko červené plochy a

zelená plocha sú rovnaké).
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Gaussova kvadratúra

Gaussova kvadratúra je d’aľsou možnost’ou numerického riešenia určitého integrálu.
Jej základom je nahradenie integrálu radom, ktorého sč́ıtance sú súčiny koeficientov Aj

a funkčných hodnôt integrantu f (x) v uzlových bodoch aj , a teda plat́ı

b∫
a

f (x) · v (x) dx ≈
n∑

j=1

Aj · f (aj) .

Tieto uzlové body aj sú korene ortogonálnych polynómov, čo sú špeciálne funkcie
s mnohými zauj́ımavými vlastnost’ami.

V d’aľsom si uvedieme defińıciu ortogonálnych polynómov a pribĺıžime si niektoré
z týchto vlastnost́ı
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Ortogonálne polynómy - Defińıcia

Defińıcia (Ortogonálne polynómy)

Postupnost’ polynómov {ϕk(x)}nk=0 nazývame ortogonálne polynómy s váhovou
funkciou v(x), ak pre stupeň polynómu deg(ϕ) = i plat́ı∫ b

a
ϕi (x) · ϕj(x) · v(x)dx = 0, pre i 6= j .

Poznámka (Postupnost’ ortogonálnych polynómov tvoŕı bázu vektor. priestoru)

Množina všetkých polynómov tvoŕı vektorový priestor, na ktorom je definovaná
operácia skalárneho súčinu funkcíı

〈p (x) , q (x)〉v(x) =

∫ b

a
p (x) q (x) v (x) dx ,

kde každá postupnost’ ortogonálnych polynómov tvoŕı bázu tohto priestoru.
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Vlastnosti ortogonálnych polynómov - Trojčlenný rekurentný vzt’ah

Veta (Trojčlenný rekurentný vzt’ah)

Monické ortogonálne polynómy vyhovujú tzv. trojčlennému rekurentnému vzt’ahu

ϕk+1 (x) = (x − αk) · ϕk (x)− βk · ϕk−1 (x) , k = 0, 1, 2, . . . , n,

ϕ0 (x) = 1, ϕ1 (x) = x − α1,

kde koeficienty αk a βk sú dané vzt’ahmi

αk =

∫ b
a x · ϕ2

k(x) · v(x)dx∫ b
a ϕ

2
k(x) · v(x)dx

, k = 0, 1, . . . , n,

βk =

∫ b
a ϕ

2
k(x) · v(x)dx∫ b

a ϕ
2
k−1(x) · v(x)dx

, k = 1, 2, . . . , n.
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Vlastnosti ortogonálnych polynómov - Ortonormálne polynómy

Defińıcia (Systém ortonormálnych polynómov)

Systém normovaných ortogonálnych polynómov

ψ0 (x) , ψ1 (x) , . . . , ψn+1 (x) ,

t. j. norma ‖ψk (x)‖ = 1, ∀k = 0, 1, 2, . . .,

ψk (x) =
ϕk(x)

‖ϕk(x)‖
=

ϕk(x)√
b∫
a
ϕ2
k(x) · v(x)dx

nazývame systém ortonormálnych polynómov s váhovou funkciou v(x) na intervale
ortogonality [a, b].
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Vlastnosti ortogonálnych polynómov - Trojčlenný rekurentný vzt’ah pre
ortonormálne polynómy

Dôsledok (Trojčlenný rekurentný vzt’ah pre ortonormálne polynómy 1.)

Trojčlenný rekurentný vzt’ah pre systém ortonormálnych polynómov {ψk (x)}nk=0 má
tvar √

βk+1 · ψk+1 (x) = (x − αk) · ψk (x)−
√
βk · ψk−1 (x) ,

kde

ψ−1 (x) = 0, ψ0 (x) =
1

β0
a β0 =

b∫
a

v(x)dx .

Označme Φn (x) =


ψ0 (x)
ψ1 (x)

...
ψn (x)

 vektor funkcíı tvorený ortonormálnymi polynómami.

30 Numerická kvadratúra 5. decembra 2023 Pavol ORŠANSKÝ



Vlastnosti ortogonálnych polynómov - Trojčlenný rekurentný vzt’ah pre
ortonormálne polynómy

Dôsledok (Trojčlenný rekurentný vzt’ah pre ortonormálne polynómy 2.)

Trojčlenný rekurentný vzt’ah má potom všeobecný tvar zaṕısaný v maticovom tvare

x · Φn (x) =



α0
√
β1 · · · 0 0

√
β1 α1

. . . 0 0
...

...
. . .

. . .
...

0 0
. . . αn−1

√
βn

0 0 · · ·
√
βn αn


· Φn (x) +

√
βn+1 · ψn+1 (x) · en,

kde en je n-tý st́lpec jednotkovej matice stupňa n.
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Vlastnosti ortogonálnych polynómov - Trojčlenný rekurentný vzt’ah pre
ortonormálne polynómy

Dôsledok (Trojčlenný rekurentný vzt’ah pre ortonormálne polynómy 3.)

Označme maticu

Jn+1 =



α0
√
β1 · · · 0 0

√
β1 α1

. . . 0 0
...

...
. . .

. . .
...

0 0
. . . αn−1

√
βn

0 0 · · ·
√
βn αn


ako Jacobiho maticu.
Nech a je koreňom ortonormálneho (a aj ortogonálneho) polynómu ψn+1(x), t. j.
ψn+1(a) = 0.
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Ortogonálne polynómy - Trojčlenný rekurentný vzt’ah pre ortonormálne
polynómy

Dôsledok (Trojčlenný rekurentný vzt’ah pre ortonormálne polynómy 4.)

Potom má trojčenný rekurentný vzt’ah v maticovom zápise tvar

a · Φn (a) = Jn+1 · Φn (a)

čo je tvar maticovej rovnice vlastných č́ısel a vektorov matice Jn+1.
Teda Φn (a) sú vlastné vektory matice Jn+1 prislúchajúce vlastným č́ıslam a tejto
matice Jn+1.
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Klasické ortogonálne polynómy - Legendreove polynómy

Váhová funkcia v (x) = 1, na intervale ortogonality x ∈ [−1, 1], rekurentný vzt’ah

Pn+1 (x) =
2n + 1

n + 1
· x · Pn (x)− n

n + 1
· Pn−1 (x) .

P0 (x) = 0,

P1 (x) = x ,

P2 (x) =
3

2
x2 − 1

2
,

P3 (x) =
5

2
x3 − 3

2
x ,

P4 (x) =
35

8
x4 − 30

8
x2 +

3

8
,

P5 (x) =
63

8
x5 − 70

8
x3 +

15

8
x ,

atd’.
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Klasické ortogonálne polynómy - Legendreove polynómy

Obr.: Prvých šest’ Legendreových polynómov
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Klasické ortogonálne polynómy - Čebyševove polynómy 1. druhu

Váhová funkcia v (x) = 1√
1−x2

, interval ortogonality x ∈ [−1, 1] , rekurentný vzt’ah

Tn+1 (x) = 2x · Tn (x)− Tn−1 (x) .

T0 (x) = 1,

T1 (x) = x ,

T2 (x) = 2x2 − 1,

T3 (x) = 4x3 − 3x ,

T4 (x) = 8x4 − 8x2 + 1,

T5 (x) = 16x5 − 20x3 + 5x ,

atd’.
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Klasické ortogonálne polynómy - Čebyševove polynómy 1. druhu

Obr.: Prvých pät’ Čebyševových polynómov 1. druhu
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Klasické ortogonálne polynómy - Čebyševove polynómy 2. druhu

Váhová funkciav (x) =
√

1− x2, interval ortogonality x ∈ [−1, 1] , rekurentný vzt’ah

Un+1 (x) = 2x · Un (x)− Un−1 (x) .

U0 (x) = 1,

U1 (x) = 2x ,

U2 (x) = 4x2 − 1,

U3 (x) = 8x3 − 4x ,

U4 (x) = 16x4 − 12x2 + 1,

U5 (x) = 32x5 − 32x3 + 6x ,

atd’.
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Klasické ortogonálne polynómy - Čebyševove polynómy 2. druhu

Obr.: Prvých pät’ Čebyševových polynómov 2. druhu
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Klasické ortogonálne polynómy - Laguerreove polynómy

Váhová funkcia v (x) = e−x , interval ortogonality x ∈ [−1,∞) , rekurentný vzt’ah

Ln+1 (x) =
2n + 1− x

n + 1
· Ln (x)− n

n + 1
Ln−1 (x) .

L0 (x) = 1,

L1 (x) = −x + 1,

L2 (x) =
1

2
x2 − 2x + 1,

L3 (x) =
−1

6
x3 +

3

2
x2 − 3x + 1,

L4 (x) =
1

24
x4 − 16x3 + 3x3 − 4x + 1,

atd’.
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Klasické ortogonálne polynómy - Laguerreove polynómy

Obr.: Prvých šest’ Laguerreových polynómov
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Klasické ortogonálne polynómy - Hermiteove polynómy

Váhová funkcia v (x) = e−x
2
, interval ortogonality x ∈ (−∞,∞) , rekurentný vzt’ah

Hn+1 (x) = x · Hn (x)− H ′n (x) .

H0 (x) = 1,

H1 (x) = 2x ,

H2 (x) = 4x2 − 2,

H3 (x) = 8x3 − 12x ,

H4 (x) = 16x4 − 48x2 + 12,

H5 (x) = 32x5 − 160x3 + 120x ,

atd’.
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Klasické ortogonálne polynómy - Hermiteové polynómy

Obr.: Prvých šest’ Hermiteových polynómov
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Gaussova kvadratúrna formula

Pre Gaussovu kvadratúrnu formulu plat́ı∫ b

a
f (x)dx −

n∑
j=1

m∑
i=1

Ai ,j · f (i−1) (ai ,j) = ε (f ) , (1)

kde výraz ε (f ) označuje chybu tejto kvadratúry. Koeficienty Ai ,j a č́ısla ai ,j voĺıme tak,
aby táto chyba bola minimálna.
Predpokladáme m = 1 teda, že aproximácia nezáviśı na deriváciách funkcie f (x), a
teda Gaussova kvadratúrna formula (1) má tvar∫ b

a
f (x)dx =

n∑
j=1

Aj · f (aj) + ε (f ) .

Pri aproximácii integrálu voĺıme celkovo 2n konštánt (n koeficientov Aj a n uzlových
bodov aj). Najvyš̌śı stupeň presnosti je teda (2n − 1).
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Gaussova kvadratúrna formula

Veta (Najvyš̌śı stupeň presnosti dosiahneme použit́ım korenov ortogonálnych
polynómov)

Nech kvadratúrna formula má tvar

Q(f ) =
n∑

j=1

Aj · f (aj)

a nech systém polynómov
{ϕi (x)}ni=0

tvoŕı systém ortogonálnych polynómov na intervale ortogonality [a, b] vzhl’adom na
váhovú funkciu v(x).
Potom táto formula má stupeň presnosti (2n − 1) práve vtedy, ked’ uzly tejto formuly
sú korene ortogonálnych polynómov ϕn(x).
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Gaussova kvadratúrna formula

Propoźıcia (Určenie koeficientov Gaussovej kvadratickej formuly)

Ak uzly aj sú korene ortogonálneho polynómu ϕn(x) pŕıslušného stupňa, koeficienty
Gaussovej kvadratúry Aj môžeme vypoč́ıtat’:

• metódou neurčitých koeficientov∫ b

a
v (x) · xkdx =

n∑
j=1

Aj · akj , k = 0, 1, 2, . . . ,

• integráciou elementárneho interpolačného polynómu lj(x) =
∏

1≤i≤n
i 6=j

x−xi
xj−xi

Aj =

∫ b

a
v (x) · lj(x)dx =

b∫
a

v (x)
∏

1≤i≤n
i 6=j

x − xi
xj − xi

dx .
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Gaussova kvadratúrna formula

Poznámka
Každý polynóm (teda aj ortogonálny) vieme zaṕısat’ ako súčin koreňových činitel’ov

ϕn(x) = (x − a1) (x − a2) . . . (x − an) ,

a preto elementárny Lagrangeov interpolačný polynóm má tvar

lj (x) =
ϕn(x)

(x − aj)ϕ′n(x)
,

odkial’ plat́ı

Aj =

∫ b

a
v (x) · lj(x)dx =

∫ b

a
v (x)

ϕn(x)

(x − aj)ϕ′n(x)
dx .
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Gaussova kvadratúrna formula

Poznámka
Pre ortogonálne polynómy v nenormovanom tvare (koeficient pri najvyš̌sej mocnine x
je rôzny od 1) majú koeficienty tvar

Aj =
−αn+1 · γn

αn · ϕn+1(aj) · ϕ′n(aj)
,

kde

γn =

∫ b

a
v (x) · ϕ2

n(x)dx

a αn+1, αn sú koeficienty pri najvyš̌sej mocnine x polynómov ϕn+1(x), ϕn(x).
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Gaussova-Legendreova kvadratická formula

Legendreove polynómy sú ortogonálne na intervale ortogonality [−1, 1] s váhovou
funkciou v (x) = 1 a pre koeficienty Gaussovej-Legendreovej kvadratúry plat́ı

Aj =
2
(

1− a2
j

)
n2 (Pn−1 (aj))2

, j = 0, 1, 2, . . . , n.

n uzly aj koeficienty Aj

2 ±
√

3/3 1

3
0

±
√

3
5

8/9
5/9

4
±0.339981
±0.861136

0.652145
0.347855

5
0
±0.538469
±0.906180

0.568889
0.478659
0.236927
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Gaussova-Legendreova kvadratická formula

Pŕıklad (2.a)

Pomocou Gaussovo-Legendreovej kvadratúry pre n = 3 odhadnime

3∫
1

ln xdx .

Je potrebné zmenit’ interval [−1, 1] substiúciou x = t + 2 na interval [1, 3]. Korene
Legendreového polynómu stupňa n = 3 sú

a1 = −
√

3/5, a2 = 0, a3 =
√

3/5.
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Gaussova-Legendreova kvadratická formula

Pŕıklad (2.b)

Hodnoty koeficientov vypoč́ıtame podl’a vyš̌sie uvedeného vzt’ahu, kde dosádzame do
Legendreovho polynómu druhého stupňa P2 (x) = 3

2x
2 − 1

2 .

A1 =
2
(
1− a2

1

)
32 (P2 (a1))2

=

2

(
1−

(
−
√

3/5
)2
)

32

(
3
2

(
−
√

3/5
)2
− 1

2

)2
=

5

9
,

A2 =
2
(
1− a2

2

)
32 (P2 (a2))2

=
2 (1− 0)

32
(

3
2 · 0−

1
2

)2
=

8

9
,

A3 =
2
(
1− a2

3

)
32 (P2 (a3))2

=

2

(
1−

(√
3/5
)2
)

32

(
3
2

(√
3/5
)2
− 1

2

)2
=

5

9
.
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Gaussova-Legendreova kvadratická formula

Pŕıklad (2.c)

Teraz môžeme pristúpit’ k výpočtu samotného odhadu integrálu pomocou
Gaussovo-Legendreovej kvadratúrnej formuly, kde koeficienty sú A1 = 5/9, A2 = 8/9,
A3 = 5/9 a uzlové hodnoty sú a1 = −

√
3/5, a2 = 0, a3 =

√
3/5. Čiže plat́ı

3∫
1

ln (t + 2) dt ≈
3∑

j=1

Aj · f (aj + 2)

=
5

9
· f
(
−
√

3/5 + 2
)

+
8

9
· f (0 + 2) +

5

9
· f
(√

3/5 + 2
)

=
5

9
· ln
(
−
√

3/5 + 2
)

+
8

9
· ln(0 + 2) +

5

9
· ln
(√

3/5 + 2
)

.
= 1.2960.

Pre porovnanie hodnota presné riešenia je (3 ln 2− 2)
.

= 1.2958.
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Gaussova-Legendreova kvadratická formula

Pŕıklad (3.a)

Pomocou Gaussovej-Legendreovej kvadratúry s troma uzlovými bodmi nájdime
približnú hodnotu integrálu ∫ 1

−1
e−x

2
dx .

Legendreov polynóm tretieho stupňa P3 (x) = 5
2x

3 − 3
2x má tri korene

a1 = 0, a2 =

√
15

5
, a3 = −

√
15

5
,

ked’že plat́ı

P3 (x) =
5

2
x3 − 3

2
x =

5

2
x

(
x −
√

15

5

)(
x +

√
15

5

)
.
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Gaussova-Legendreova kvadratická formula

Pŕıklad (3.b)

Koeficienty A1,A2,A3 vypoč́ıtame metódou neurčitých koeficientov, teda riešeńım
sústavy

n∑
j=1

Aj · akj =

∫ b

a
v (x) · xkdx ,

pre k = 0, 1, 2 , t. j. pre váhovú funkciu v (x) = 1 plat́ı

A1 + A2 + A3 =

∫ 1

−1
1dx = [x ]1−1 = 2,

A1 · 0 + A2

√
15

5
+ A3

(
−
√

15

5

)
=

∫ 1

−1
xdx =

[
x2

2

]1

−1

= 0,

A1 · 02 + A2

(√
15

5

)2

+ A3

(
−
√

15

5

)2

=

∫ 1

−1
x2dx =

[
x3

3

]1

−1

=
2

3
,
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Gaussova-Legendreova kvadratická formula

Pŕıklad (3.c)

Jej riešeńım je trojica hodnôt

A1 =
8

9
, A2 =

5

9
, A3 =

5

9
,

preto pre hl’adaný odhad plat́ı∫ 1

−1
e−x

2
dx ≈ A1 · f (a1) + A2 · f (a2) + A3 · f (a3)

=
8

9
· e0 +

5

9
· e−

(√
15
5

)2

+
5

9
· e−

(
−
√

15
5

)2

.
= 1.498 7.

[
. . . =

√
πerf (1) = 1.493 6

]
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Gaussova-Čebyševova kvadratická formula 1. druhu

Čebyševove polynómy 1. druhu sú ortogonálne polynómy na intervale ortogonality
[−1, 1] s váhovou funkciou

v (x) =
1√

1− x2

a pre koeficienty jej Gaussovej-Čebyševovej kvadratúry plat́ı

Aj =
π

n
, j = 2, 3, . . . , n.

n uzly aj koeficienty Aj

2 ±
√

2
3

π
2

3
0

±
√

3
2

π
3

4
±0.92386
±0.38268

π
4
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Gaussova-Čebyševova kvadratická formula 1. druhu

Pŕıklad (4.a)

Využit́ım Gaussovej-Čebyševovovej kvadratickej formuly 1. druhu odhadnime

1∫
−1

arccos x√
1− x2

dx .

Korene Čebyševovho polynómu 1. druhu tretieho (zvolili sme n = 3) rádu

T3 (x) = 4x3 − 3x sú a1 = −
√

3
2 , a2 = 0, a3 =

√
3

2 a pŕıslušné koeficienty sú
A1 = A2 = A3 = π

n = π
3 .

Pripomeňme ešte, že váhová funkcia Čebyševove polynómy 1. druhu je

v (x) =
1√

1− x2
.
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Gaussova-Čebyševova kvadratická formula 1. druhu

Pŕıklad (4.b)

Odhad integrálu pomocou Gaussovej-Čebyševovovej kvadratickej formuly 1. druhu je

1∫
−1

arccos x√
1− x2

dx =

1∫
−1

arccos x · 1√
1− x2

dx ≈
3∑

j=1

Aj · f (aj)

=
π

3
· f

(
−
√

3

2

)
+
π

3
· f (0) +

π

3
· f

(√
3

2

)

=
π

3
· arccos

(
−
√

3

2

)
+
π

3
· arccos (0) +

π

3
· arccos

(√
3

2

)
.

= 4.93480.

[
. . . =

π2

2
.

= 4.9348

]
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Gaussova-Laguerreova kvadratická formula

Laguerreove polynómy sú ortogonálne polynómy na nekonečnom intervale ortogonality
[0,∞) s váhovou funkciou

v (x) = e−x .

n uzly aj koeficienty Aj

2
2−
√

2

2 +
√

2

2+
√

2
4

2−
√

2
4

3
0.415775
2.294280
6.289945

0.711093
0.278518
0.010389

4

0.322548
1.745761
4.536620
9.395071

0.603154
0.357419
0.038888
0.000539
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Gaussova-Laguerreova kvadratická formula

Pŕıklad (5.a)

Odhadnime Gaussovou-Laguerreovou kvadratúrou pre n = 2 integrál∫ ∞
0

e−x · sin xdx .

Laguerrov polynóm druhého stupňa má tvar

L2 (x) =
(
x −

(
2−
√

2
))(

x −
(

2 +
√

2
))

= x2 − 4x + 2,

vid́ıme, že jeho korene sú

a1 = 2−
√

2,

a2 = 2 +
√

2.

60 Numerická kvadratúra 5. decembra 2023 Pavol ORŠANSKÝ



Gaussova-Laguerreova kvadratická formula

Pŕıklad (5.b)

Koeficienty A1,A2 vypoč́ıtame integráciou interpolačného polynómu stupňa n = 2,
ktorého korene sú a1 = 2−

√
2, a2 = 2 +

√
2, a teda plat́ı

A1 =

∫ ∞
0

e−x
x −

(
2 +
√

2
)

2−
√

2−
(
2 +
√

2
)dx

=

∫ ∞
0

e−x
x − 2−

√
2

−2
√

2
dx =

2 +
√

2

4
,

A2 =

∫ ∞
0

e−x
x −

(
2−
√

2
)

2 +
√

2−
(
2−
√

2
)dx

=

∫ ∞
0

e−x
x − 2 +

√
2

2
√

2
dx =

2−
√

2

4
.
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Gaussova-Laguerreova kvadratická formula

Pŕıklad (5.c)

Odhadneme hodnotu integrálu

∞∫
0

e−x · sin xdx ≈ 2 +
√

2

4
· f
(

2−
√

2
)

+
2−
√

2

4
· f
(

2 +
√

2
)

=
2 +
√

2

4
sin
(

2−
√

2
)

+
2−
√

2

4
sin
(

2 +
√

2
)

.
= 0.4325.

[
. . . =

1

2
= 0.5000

]
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Gaussova-Laguerreova kvadratická formula

Pŕıklad (6.)

Odhadnime Gaussovou-Laguerreovou kvadratúrou pre n = 3 predchádzajúci integrál.

L3 (x) = −x3 + 9x2 − 18x + 6
.

= (x − 0.4158) (x − 2.2943) (x − 6.2899) .

A1 =

∫ ∞
0

e−x
(x − 2.2943) (x − 6.2899)

(0.4158− 2.2943) (0.4158− 6.2899)
dx

.
= 0.711 1,

A2 =

∫ ∞
0

e−x
(x − 0.4158) (x − 6.2899)

(2.2943− 0.4158) (2.2943− 6.2899)
dx

.
= 0.278 5,

A3 =

∫ ∞
0

e−x
(x − 0.4158) (x − 2.2943)

(6.2899− 0.4158) (6.2899− 2.2943)
dx

.
= 0.010 4.∫ ∞

0
e−x · sin xdx ≈ 0.711 1 · f (0.4158) + 0.278 5 · f (2.2943) + 0.010 4 · f (6.2899)

= 0.711 1 · sin (0.4158) + 0.278 5 · sin (2.2943) + 0.010 4 · sin (6.2899)
.

= 0.496 0 [. . . = 1/2 = 0.5000]
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Gaussova-Laguerreova kvadratická formula

Pŕıklad (7.a)

Pomocou Gaussovej-Laguerreovej kvadratúry s troma uzlovými bodmi nájdime
približnú hodnotu integrálu ∫ ∞

0
e−x cos xdx .

Laguerov polynóm tretieho stupňa

L3 (x) =
1

6

(
−x3 + 9x2 − 18x + 6

)
má tri korene

a1
.

= 0.4158,

a2
.

= 2.2943,

a3
.

= 6.2899.
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Gaussova-Laguerreova kvadratická formula

Pŕıklad (7.b)

Koeficienty A1,A2,A3 vypoč́ıtame metódou neurčitých koeficientov, a to riešeńım
sústavy

A1 + A2 + A3 =

∫ ∞
0

e−xdx =
[
−e−x

]1
−1

= 1,

A1 · 0.4158 + A2 · 2.2943 + A3 · 6.2899 =

∫ ∞
0

xe−xdx =
[
−e−x (x + 1)

]1
−1

= 1,

A1 · (0.4158)2 + A2 · (2.2943)2 + A3 · (6.2899)2 =

∫ ∞
0

x2e−xdx

=
[
−e−x

(
x2 + 2x + 2

)]1
−1

= 2.
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Gaussova-Laguerreova kvadratická formula

Pŕıklad (7.c)

Riešeńım sústavy je trojica hodnôt

A1 = 0.7111, A2 = 0.2785, A3 = 0.0104.

Pre hl’adaný odhad plat́ı

∞∫
0

e−x cos xdx ≈ A1 · f (a1) + A2 · f (a2) + A3 · f (a3)

= 0.7111 · cos (0.4158) + 0.2785 · cos (2.2943) + 0.0104 · cos (6.2899)

.
= 0.476 5.

[
. . . =

1

2
= 0.5000

]

66 Numerická kvadratúra 5. decembra 2023 Pavol ORŠANSKÝ


