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Numerické integrovanie

RieSenie ur&itého integrdlu funkcie f(x) na intervale [a, b] pomocou zndmeho
Newton-Leibnitzovho vzorca

b

/f(x)dx = F(b) — F(a)

a

je pomerne jasnd zaleZitost, pokial samozrejme pozname primitivnu funkciu. V praxi sa
Easto stane, Ze primitivnu funkciu F(x) k funkcii f(x) nevieme ndjst, & svojou
zloZitostou prestdva mat praktické vyuZitie alebo dokonca vbbec neexistuje.

My sa zameriame na problematiku vypo&tu uréitého integralu fab f(x)dx z pohladu
jeho geometrickej interpretacie, t. j. tento ndm urluje obsah plochy vymedzeny
grafom funkcie f(x) a osou x-ovou v medziach intervalu [a, b].

Numericky vypotet tohto integralu budeme nazyvat numerickd kvadratiira.
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a b X

b
Obr.: Geometricka interpretacia ur&itého integralu [ f(x)dx.
a
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Newton-Cotesove kvadratlrne vzorce

Newton-Cotesova metdda je zaloZend na nahradeni funkcie f(x) na intervale [a, b]
interpolaénym polynédmom s ekvidistanénymi uzlami patriéného stupna, ktory uz
nasledne zintegrujeme velmi lahko, ked Ze jeho primitivnu funkciu pozndme.

Z pohladu rozmiestnenia uréenia polynému uzlovymi bodmi méZeme metédy rozdelit
do dvoch skupin, a to:
a) uzavreté vzorce - krajné body intervalu [a, b] st zarovei uzlovymi,

b) otvorené vzorce - krajné body intervalu [a, b] nie st uzlovymi bodmi a uzly si
rozmiestnené symetricky okolo stredu intervalu [a, b].

My sa budeme v d'aldom zaoberat metédami uzavretymi.
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Elementarne uzavreté Newton-Cotesove vzorce

Elementarne uzavreté lichobeznikové pravidlo

5

Funkciu f(x) nahradime na intervale [a, b] linedrnym interpola&nym polynémom (teda
polynémom 1. stupiia)

x—b X—a
f(b) -
a—b+ (b) b—a

Ll(X) = f(a) .

a jeho naslednou integraciou, pouZitim jednoduchych Gprav, dostdvame pre integral
odhad, tzv. elementarne uzavreté lichobeznikové pravidlo

jf(x)dx /bLl(x)dx - /b (f(a) : ;: Z + f(b) - z: Z) dx

a a
b—a

= .= (F(a) + ().

%
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Elementarne uzavreté Newton-Cotesove vzorce

Elementarne uzavreté lichobeznikovo pravidlo

a b

Obr.: Geometricka interpreticia elementarneho uzavretého lichobeZnikovho! pravidla.

!Nézov metédy pochadza z nahradenia plochy integralu lichobeZnikom s vrcholmi a, b, f(b), f(a).
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Elementarne uzavreté Newton-Cotesove vzorce

Elementarne uzavreté Simpsonovo pravidlo

Nahradenim funkcie f(x) kvadratickym interpolatnym polynémom 2. stupiia

(x =) (x — b)
(a—s)(a—b)

kde s = 22 je stred intervalu [a, b].

+f(s)-(X_a)(x_b)+f(b)~(X_a)(x_s)

La(x) = f(a) - (s—a)(s—b) (b—a)(b—s)’

Dosadenim a integriciou dostavame elementdrne uzavreté Simpsonovo pravidlo

b
/ f(x)dx

Q

b
/ Lo(x _b 2 (F(a) + 4£(5) + (b))

- ;'(f( )+4f< ;b>+f(b)>.

7 Numerickd kvadratira 5. decembra 2023 Pavol ORSANSKY




Elementarne uzavreté Newton-Cotesove vzorce

Elementarne uzavreté Simpsonovo pravidlo

Elementarne uzavreté Simpsonovo pravidlo pri oznaceni

a+b
2

a=Xp, S= = X1, b:X2)

kde
f(XO) - fb) f(Xl) - ﬂa f(XZ) = f27

modZeme zapisat v tvare

b
b —
/f(x)dxz6 2 (fo+4f + f) .

a

Toto pravidlo (vzorec, formula) je trojkroké (druhého stupha, ked%e n =2, i = 0,1, 2).
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Elementarne uzavreté Newton-Cotesove vzorce

Elementarne uzavreté Simpsonovo pravidlo

a (a+b)2 b

Obr.: Geometricka interpretacia elementdrneho uzavretého lichobeZnikovho pravidla.
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Zovseobecnené elementarne uzavreté Newton-Cotesove vzorce

ZovSeobecneny elementarny uzavrety Newton-Cotesov vzorec

Zovseobecneny elementdrny uzavrety Newton-Cotesov vzorec
vznikne nahradenim f(x) Lagrangeovym interpola&nym polynémom stupiia n

b b

/f(x)dx%/Ln(X)dXZ(b_a)Z;H"'f”

a a

kde H; st Cotesove koeficienty a x; st uzly, x; =a-+i- h, kde h = ? je krok pre
indexovd mnozinu i = 0,1,...,n, pri oznaleni f; = f(x;).

10 Numericka kvadratira 5. decembra 2023 Pavol ORSANSKY



Zovseobecnené elementarne uzavreté Newton-Cotesove vzorce

Zovseobecnené elementirne uzavreté Newton-Cotesove vzorce

Zovseobecnené elementarne uzavreté Newton-Cotesove vzorce

stupefi ‘ nazov metddy ‘ vzorec
n=1 | lichobeznikové ff(x)dx b22 (4 £)
a
n=2 | Simpsonovo jéf(x)dx ~ bT (fo +4h + )
a
n=23 | 3/8 Simpsonovo ff(x)dxz bT(fo+3f1+3f2+f3)
a
n=4 | Booleho fbf(x)dx A bg— (Tfo + 32f + 12f, + 326 + 7f3)
a
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Zovseobecnené elementarne uzavreté Newton-Cotesove vzorce

Chyba zovseobecneného elementarneho Newton-Cotesovych vzorcov

Chyba zovSeobecneného elementarneho Newton-Cotesovych vzorcov priamo
zavisi na chybe interpolagného polynému

()= Gy [ OO (el x)
kde ¢ € [a, b].
Rieenim tohto integralu dostavame odhad zvlast pre n parne a n neparne.
2 f 4 ,
= — —x1)...(x— , arne,
g(x) Tl / x(x = x0)(x — x1) ... (x — xp)dx pre n p
FD () d :
—— - —x1)...(x = xp)dx, eparne,
g(x) (n+1) /a (x —x0)(x — x1) ... (x — x5)dx pre n neparn
kde ¢ € [a, b].
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Zovseobecnené elementarne uzavreté Newton-Cotesove vzorce

Chyba zovseobecneného elementarneho Newton-Cotesovych vzorcov

Chyba zovSeobecneného elementarneho Newton-Cotesovych vzorcov
Tieto integraly je moZné pre konkrétne stupne n vypotitat. V tabulke uvddzame
prehlad chyb elementarnych Newton-Cotesovych vzorcov

stuperi ‘ nazov metddy ‘ chyba

. . L (b— a)® @
n=1 | lichobeznikové e(x) = e £ ()

. (b—a)° @
n=2 | Simpsonovo e(x) = 50 AN

, 3(b—2a)°
n=3 | 3/8 Simpsonovo | £(x) = — 50 F(4) (&)
7

n=4 | Booleho e(x) = 8 (%453) £(6) (6)
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ZloZené uzavreté Newton-Cotesove vzorce

Motivécia pre zloZzené uzavreté Newton-Cotesove vzorce

Dalo by sa otakdvat, Ze so zvy$ujicim po&tom podintervalov, sa bude presnost
zvydovat (a chyba zmengovat).

Opak je v8ak pravdou. Z predolej tabulky je vidno, Ze vy$&i stupeh interpola&ného
polynému nezaru€uje vo vieobecnosti vy$Siu presnost, skdr naopak. Spomefime tie?
tendenciu polynémov vysSich raddov oscilovat mimo uzlovych bodov, tzv. Rungeho
paradox.

To viedlo k myZlienke rozdelenia intervalu [a, b] na siet podintervalov a na
jednotlivych podintervaloch pouzit elementarne Newton-Cotesove vzorce.
Pri zachovani ekvidiStantnosti siete, tymto dostdvame tzv. zloZzené uzavreté
Newton-Cotesove vzorce.
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https://cs.wikipedia.org/wiki/Rungeho_jev
https://cs.wikipedia.org/wiki/Rungeho_jev

Rungeho paradox

0.8

0.6

0.4/

0.0|

0.2

Obr.: Ukazka Rungeho paradoxu pri aproximaciu Rungeho funkcie f(x) = 7552, ktora je
vykreslend ervenou krivkou. Modrd krivka je interpolagnou polyném raddu n =5 (pouZiva Sest
ekvidistantnych uzlovych bodov). Zelend krivka je interpolagnou polyném radu n = 9 (pouZiva
desat ekvididtantnych uzlov). Vzrast miery nepresnosti je zjavny najmia na krajoch intervalu.
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ZloZené uzavreté Newton-Cotesove vzorce

ZloZené uzavreté lichobeznikové pravidlo

Rozdelme interval [a, b] na siet m (indexova mnoZina bude odteraz i =0,1,2,...,m.)
ekvidigtantnych podintervalov dizky h = 2=2, teda pre uzlové body platf Xi+1—Xi = h

a:xo<X1<X2<...<Xm:b.

Na kaZdom z tychto podintervalom aplikujeme elementarne lichobeZnikové pravidlo.

/ab f(x)dx = 7f(x)dx + 7f(x)dx +.+ 7" f(x)dx

h h h
~ (fo+f1)+ (f1+f2) +§(fm_1+fm),
po uprave dostadvame zloiene uzavreté Ilchobezmkove pravidlo
/ 1 1
/f(x)dx%h- <2ﬂ)+f1+@+...+fm_1+2fm>.

a
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/ZloZené uzavreté Newton-Cotesove vzorce

ZloZené uzavreté lichobeznikové pravidlo

a=x, kX KX, v b=x

m

Obr.: Grafickd interpretdcia zloZzeného uzavretého lichobeznikovho pravidla
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ZloZené uzavreté Newton-Cotesove vzorce

Chyba zloZeného uzavretého lichobeznikovho pravidla

Chyba na kazdom z podintervalov [x;11, x;] je dand vztahom

b )
i(x)=—5(&),
i) = — 15 (&)
¢o pre celkovi chybu predstavuje

0=~ (FO (&) 1 £ () .t O )

Pre spojitd funkciu f (x) na intervale [a, b] existuje také & € [a, b], Ze plati

m- £ () = FO) (&) + D (&) + . + @ (m).
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ZloZené uzavreté Newton-Cotesove vzorce

Chyba zloZeného uzavretého lichobeznikovho pravidla

A teda pre odhad chyby zloZeného lichobeznikového pravidla plati

h3
e(x) =~ 15m- F (€)= -

(b-2)®
12m?

(b—a)®

12m3 ().

m- f®(¢) =

Pre praktické Gely je véak vhodnejsie pouZit horny odhad, teda odhad chyby
zloZzeného lichobeznikového pravidla je

< Y m
le(x)| < oo M2y

kde M, = max ‘f(2) ‘
x€|a,b]
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ZloZené uzavreté Newton-Cotesove vzorce

ZloZené uzavretého Simpsonovo pravidla

Podobnym spdsobom mézeme odvodit zloZené uzavreté Simpsonovo pravidlo. Interval
[a, b] v3ak teraz rozdelime na parny m = 2n pocet podintervalov dizky h = % a
na dvojice susednych podintervalov pouZijeme elementdrne Simpsonovo pravidlo, teda
interpolany polyném druhého stupnia.

b
1 4 1 1 4 1
/f(X)dX h[(gfo + §f1 + §f2> + <§f2 + §f3 + §f4>
a

1 4 1
. — —fm
+ +(3 2+3 1+3 )

%

(fo+4f +2fH + 4 +2fa+ ...+ 2fm2 + 4fm_1 + fm).

W] >
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ZloZené uzavreté Newton-Cotesove vzorce

Chyba zloZeného uzavretého Simpsonovho pravidla

Chyba zloZeného Simpsonovho pravidla je danad vyrazom
mh® _(b— a) h°
— T Wy T T 4 (g).
e(x) =~ O (€) =~ 2T (g)
Jej horny odhad potom je
(b—a)°
‘E(X)’ S 90m4 M47

kde My = max ‘f(4) (x)].
x€|a,b]
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ZloZené uzavreté Newton-Cotesove vzorce

Priklad zloZeného uzavretého lichobeZnikovo a Simpsonovho pravidla

Priklad (1.a)

Uréme pribliZné rieSenie uréitého integralu
4
/ vV 1+ x3dx
1

s po¢tom krokov m = 6
a) lichobeZnikovou metdédou,

b) Simpsonovou metddou.
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ZloZené uzavreté Newton-Cotesove vzorce

Priklad pouZitia zloZeného uzavretého lichobeZnikovo a Simpsonovho pravidla

Priklad (1.b)

Pre m = 6 je krok na danom intervale h = % = 4%1 =0.5.
X; |1 |15 |2]25 |3 |35 | 4
fi=F(x) = /14 H V2 \ V4375 \ 3 \ V/16.625 \ V28 \ V#3875 \ /65

a) PouZitim lichobeznikového pravidla dostdavame

Q

4
1 1

/ V1 + x3dx 0.5 (5\/5 1+ V/4.375 + 3 4+ 16.625 - /28 4 \/43.875 + §x/6_5)

1

= 12.911.

23 Numerickd kvadratira 5. decembra 2023 Pavol ORSANSKY



ZloZené uzavreté Newton-Cotesove vzorce

Priklad pouZitia zloZeného uzavretého lichobeZnikovo a Simpsonovho pravidla

Priklad (1.c)
b—a 4-1

Pre m = 6 je krok na danom intervale h = 22 = = = 0.5.
X; |1 |15  |2]25 |3 |35 | 4
fi=Fx)=\/1+x} | V2| VA3T5 | 3| V16625 | V28 | V43875 | V65

b) Simpsonovym pravidlom mdme pre priblizné rieSenie

4
0.5
/ Viedd ~ =2 (\/E 4 4VA375 4+ 23+ 4v16.625 + 228 + 4V/43.875 + @)
1
= 12.872.
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Gaussova kvadratura

Obr.: Porovnanie lichobeznikového pravidla a Gaussovej kvadratiry pre dva uzlové body.
Polyném f(x) = 7x3 — 8x% — 3x + 3, pre ktory platf [ (7x* — 8x? — 3x + 3)dx=2/3, je

aproximovany lichobeznikom vo funk&nych hodnotach f( 1)+ f(1 ) = —10 a Gaussovou
kvadratirou 2. rddu, t. j. s€&om 1-f(—+/1/3)+1-f(y/1/3) = 2/3 (nakolko tervené plochy a
zelena plocha sd rovnaké).
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Gaussova kvadratira

Gaussova kvadratira je dalSou moZnostou numerického riegenia uré&itého integrélu.
Jej zakladom je nahradenie integralu radom, ktorého scitance su siciny koeficientov A;
a funkénych hodndt integrantu f(x) v uzlovych bodoch aj, a teda plati

b

/f(x)-v(x)dszAj-f(aj).
j=1

a

Tieto uzlové body a; st korene ortogonalnych polynémov, ¢o sii Specidlne funkcie
s mnohymi zaujimavymi vlastnostami.

V daldom si uvedieme definiciu ortogonalnych polynémov a priblizime si niektoré
z tychto vlastnostf{
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Ortogondlne polynémy - Definicia

Definicia (Ortogonalne polynémy)
Postupnost polynémov {¢k(x)};_q nazyvame ortogonalne polynémy s vahovou
funkciou v(x), ak pre stuperi polynému deg(yp) = i plati

b
[ o000 vide =0, prei 2]

Pozndmka (Postupnost ortogondlnych polynémov tvori bdzu vektor. priestoru)

MnoZina vsetkych polynémov tvori vektorovy priestor, na ktorom je definovana
operdcia skaldrneho sucinu funkcii

b
(P (). aluy = [ PRIA0)v () e

kde kaZd4 postupnost ortogondlnych polynémov tvori bazu tohto priestoru.
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Vlastnosti ortogonalnych polynémov - Trojélenny rekurentny vztah

Veta (Troj¢lenny rekurentny vztah)

Monické ortogondine polynémy vyhovuji tzv. trojélennému rekurentnému vztahu
<)Ok+1(X) - (X—Oék)‘(ﬂk(x) _Bk‘wk—l(x)7 k:O71727"'7n7

wo(x) =1, ¢1(x)=x—au,

kde koeficienty o a 3y sti dané vztahmi

[y x - £3(x) - v(x)dx
J7 £3(x) - v(x)dx
Sy #3(x) - v(x)dx

fab goi_l(x) . v(x)dx7
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Vlastnosti ortogonalnych polynémov - Ortonormdlne polynémy

Definicia (Systém ortonormalnych polynémov)

Systém normovanych ortogonalnych polynémov

Q;ZJO(X)ﬂ;bl (X)v"'7¢n+1(x)a

t. j. norma ||y (x)|| =1, Vk =0,1,2,...,

o) = Pk Pk(x)
)= oGl T T
f(p%(x) - v(x)dx

a

nazyvame systém ortonormalnych polynémov s vahovou funkciou v(x) na intervale
ortogonality [a, b].
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Vlastnosti ortogondlnych polynémov - Trojélenny rekurentny vztah pre

ortonormdlne polynémy

Désledok (Trojelenny rekurentny vztah pre ortonormélne polynémy 1.)

z

Troj¢lenny rekurentny vztah pre systém ortonormalnych polynémov {1y (x)},_q md

tvar
VBt - P (x) = (x — i) - i (%) = v/Bie - 1 (%)
kde
1 b
Y_1(x) =0, o(x)= o a o= / v(x)dx.
Yo ()
y 1 (x) ) . L o
Oznatme &, (x) = : vektor funkcii tvoreny ortonormalnymi polynémami.
n (X)
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Vlastnosti ortogondlnych polynémov - Trojélenny rekurentny vztah pre

ortonormdlne polynémy

Désledok (Troj¢lenny rekurentny vztah pre ortonormalne polynémy 2.)

Troj&lenny rekurentny vztah ma potom vieobecny tvar zapisany v maticovom tvare

ag VB - 0 0
VB oar 0 0
X'Cb,,(X): '¢n(X)+\/ﬁn—i-l'wn—i-l(x)'em

0 0 L ap— \/E
0 0 - VB an

kde e, je n-ty stI/;)ec jednotkovej matice stupria n.
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Vlastnosti ortogondlnych polynémov - Trojélenny rekurentny vztah pre

ortonormdlne polynémy

Désledok (Troj¢lenny rekurentny vztah pre ortonormalne polynémy 3.)

Ozna&éme maticu

ag VB oo+ 00
VB a1 .0 0
Jn+1: : . . - .

0 0 Lo \/E
0 0 - VB

ako Jacobiho maticu.
Nech a je korefiom ortonormdlneho (a aj ortogonadlneho) polynému p11(x), t. J.

wn-l-l(a) =0.
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Ortogondlne polynémy - Trojélenny rekurentny vztah pre ortonormdlne

polynémy

Désledok (Troj¢lenny rekurentny vztah pre ortonormalne polynémy 4.)

Potom m4 trojéenny rekurentny vztah v maticovom zdpise tvar
a-®,(a)=Jpt1-®n(a)

Co je tvar maticovej rovnice vlastnych Cisel a vektorov matice Jpy1.
Teda @, (a) su vlastné vektory matice Jny1 prislichajiice vlastnym &islam a tejto
matice Jpi1.
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Klasické ortogondlne polynémy - Legendreove polynémy

Véhovd funkcia v (x) = 1, na intervale ortogonality x € [—1, 1], rekurentny vztah

2n+1 n
Pn+1(X): m 'X'Pn(X)— n+1 'Pn_]_(X).
P() (X) = 0,
Pl (X) = X,
Py (x) = gx2 - %,
Ps;(x) = gx3 — gx7
Py(x) = 3§5x4 38—0x2 g,
Ps(x) = %x5 78—0 3 %X,
atd.
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Klasické ortogondlne polynémy - Legendreove polyn

—0.25

—0.50 A

—0.75 A

—1.00 ; : : T T T T T
—1.00 —0.75 —=0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Obr.: Prvych Sest Legendreovych polynémov
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Klasické ortogonalne polynémy - CebyZevove polynémy 1. druhu

interval ortogonality x € [—1,1], rekurentny vztah

Vahovid funkcia v (x) =

Tor1(x) =2x- Tp(x) — Th-1(x).

x

~— N N N N

x

>
o

<

<

FoS A
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X,

2x% — 1,

4x3 — 3x,

8x* —8x% +1,
16x> — 20x3 + 5x,
atd'.
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Klasické ortogonalne polynémy - CebyZevove polynémy 1. druhu

= To(x) == Ti(x) == To(x) == Ts(x) == T4(x)

0.5F

0.0F

-0.5F

-1.0F

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Obr.: Prvych pat CebyZevovych polynémov 1. druhu
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Klasické ortogonalne polynémy - CebyZevove polynémy 2. druhu

Véhovd funkciav (x) = v/1 — x2, interval ortogonality x € [—1, 1], rekurentny vztah

38 Numerickd kvadratira

Unt1 (x) = 2x - Uy (x) —

Uo (x)
Ui (x)
Uz (x)
Us (x)
Us (x)
Us (x)

Un—l (X) .
L
2x,
4x% — 1,
8x3 — 4x,

16x* — 12x2 4 1,
32x5 — 32x3 + 6x,
atd'.
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Klasické ortogonalne polynémy - CebyZevove polynémy 2. druhu

= Up(x) == Ui(x) == Ua(x) == Us(x) == Us(x)

2t

4}

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Obr.: Prvych pat CebyZevovych polynémov 2. druhu
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Klasické ortogondlne polynémy - Laguerreove polynémy

Véhova funkcia v (x) = e, interval ortogonality x € [—1,00), rekurentny vztah

_2n+1—x n

Lot1 (x) = P L,(x)— P Lpo1(x).
Lo(x) = 1,
Ll (X) = —Xx+ 1’
1
Ly(x) = §x2 —2x+1,
— 3
— 3422
L3(x) = 5 X +2X 3x +1,
1
Ly(x) = ﬁle —16x3 4+ 3x® —4x +1,
atd.
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Klasické ortogondlne polynémy - Laguerreove polynémy

Laguerre Polynomials

Obr.: Prvych Sest Laguerreovych polynémov
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Klasické ortogondlne polynémy - Hermiteove polynémy

2, interval ortogonality x € (—o0,00), rekurentny vztah

Vahova funkcia v (x) = e~

a1 (x) = x - Hy (x) = Hy (x) .

X

<

<

FIFIEX
AN N N N N /N
N N N N N N
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L,

2X,

4x% — 2,
8x3 — 12x,

16x* — 48x2 + 12,
32x% — 160x> + 120x,
atd.
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Klasické ortogondlne polynémy - Hermiteové polynémy

Hermite (physicists’) Polynomials

50 T T T T T

40 -
30 -

2N

10 —

H_n (x)

.10 i

20

-30

G BRWN RO
1

“1

533533333

40

N
N
o
[,
N

Obr.: Prvych Sest Hermiteovych polynémov
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Gaussova kvadraturna formula

Pre Gaussovu kvadratiurnu formulu plati

/a dX_ZZA'u FUD) (a15) = £ (f), (1)

j=1i=1

kde vyraz ¢ (f) oznaluje chybu tejto kvadratiry. Koeficienty A;; a &isla a; j volime tak,

aby tato chyba bola minimalna.
Predpokladame m = 1 teda, Ze aproximdcia nezdvisi na derivacidch funkcie f(x), a

teda Gaussova kvadratdrna formula (1) ma tvar

b n
/ F(x)dx =Y Aj-f(a) +e(f).

Jj=1

Pri aproximdcii integralu volime celkovo 2n konstant (n koeficientov A; a n uzlovych
bodov a;). Najvy33i stupefi presnosti je teda (2n —1).

5. decembra 2023 Pavol ORSANSKY
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Gaussova kvadraturna formula

Veta (Najvy3si stupeii presnosti dosiahneme pouZitim korenov ortogonalnych
polynémov)

Nech kvadratirna formula ma tvar

a nech systém polynémov

{ei()}Hoo
tvori systém ortogondlnych polynémov na intervale ortogonality [a, b] vzhladom na
vahovi funkciu v(x).
Potom t4to formula m3 stupefi presnosti (2n — 1) prdve vtedy, ked uzly tejto formuly
st korene ortogonalnych polynémov ¢,(x).
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Gaussova kvadraturna formula

Propozicia (Ur&enie koeficientov Gaussovej kvadratickej formuly)

Ak uzly a;j sti korene ortogondlneho polynému ¢,(x) prislusného stupiia, koeficienty
Gaussovej kvadratiry Aj méZeme vypocitat:

® metodou neurcitych koeficientov

b
/v(x kdx—ZA - af k=0,1,2,...,
a

X—X;
X=xi

® integrdciou elementdrneho interpolatného polynomu li(x) =
1<i<n
i#]

Aj:/abV(X)"j(X)dXZ/ X)lll —X,
A
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Gaussova kvadraturna formula

Poznamka
Kazdy polyném (teda aj ortogondlny) vieme zapisat ako si&in korefiovych &initelov

on(x)=(x—a1)(x—a2)...(x —an),

a preto elementarny Lagrangeov interpolaény polyném ma tvar

(x) = ®n(x)
b= ) et

odkial plati

b b x
Aj = /a v (x) - li(x)dx = /a v (x) ((’D"—()dx.

x — aj) pp(x)
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Gaussova kvadraturna formula

Poznamka
Pre ortogonalne polynémy v nenormovanom tvare (koeficient pri najvysSej mocnine x
Jje rézny od 1) maju koeficienty tvar

A — —Qnp41 - Vn
TR ¢nt1(aj) - QDIn(aj)7

kde .
o = / v (x) - 2(x)dx
a

a apt1, i SU koeficienty pri najvyssej mocnine x polynémov pn11(x), ©n(x).
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Gaussova-Legendreova kvadratickd formula

Legendreove polynémy st ortogondlne na intervale ortogonality [—1,1] s vdhovou
funkciou v (x) =1 a pre koeficienty Gaussovej-Legendreovej kvadratiry plati

2(1— a2
J':M, j:0,1,2,...,n.
n? (Pp-1(3)))
n ‘ uzly a; koeficienty A;
2 | +£V3/3 1
0 8/9

| 42 5/9
+0339981  0.652145
+0.861136  0.347855
0 0568889
5| +0538460 0478659
+0.006180  0.236927
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Gaussova-Legendreova kvadratickd formula

Priklad (2.a)

Pomocou Gaussovo-Legendreovej kvadratiiry pre n = 3 odhadnime

3
/In xdx.
1

Je potrebné zmenit interval [—1, 1] substidciou x = t + 2 na interval [1,3]. Korene
Legendreového polynému stupria n = 3 su

ai=—v/3/5, a»=0, a3=+/3/5.
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Gaussova-Legendreova kvadratickd formula

Priklad (2.b)

Hodnoty koeficientov vypocitame podla vyssie uvedeného vztahu, kde dosddzame do

Legendreovho polynému druhého stupria P, (x) = %xz - %

A = 2(1—a7) 2<1_ _\/%)j 5

PO (3 (-vam) - ?
2
(

/N

o 2(1-a)
ST NP e

- 20 (V)

As = 3 2~ 5 2—;
32 (P2 (a3)) 32 (%( 3/5) —%>

51 Numerickd kvadratira 5. decembra 2023 Pavol ORSANSKY




Gaussova-Legendreova kvadratickd formula

Priklad (2.c)

Teraz mbéZeme pristiipit k vypo&tu samotného odhadu integralu pomocou
Gaussovo-Legendreovej kvadratirnej formuly, kde koeficienty si A1 =5/9, Ay = 8/9,

As = 5/9 a uzlové hodnoty sii a; = —/3/5, ay = 0, a3 = 1/3/5. CiZe plati
3 3
/In(t+2)dt ~ Y Ai-f(aj+2)
1 J=1
5 8 5
= 2 F(—VEB+2) 4 FO+2)+ 3 F (V35 +2)
5 8 5
=2 |n( V3/ +2) 5 n0+2)+§-|n<\/3/5+2)
= 1.2960.

Pre porovnanie hodnota presné riesenia je (3In2 — 2) = 1.2958.
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Gaussova-Legendreova kvadratickd formula

Priklad (3.a)

Pomocou Gaussovej-Legendreovej kvadratiiry s troma uzlovymi bodmi ndjdime
pribliznd hodnotu integralu
1
2
/ e “dx.
-1

Legendreov polyndm tretieho stupfia P3 (x) = 3x3 — %x md tri korene

ap = 07 ay = , d3 = — )
ked %e plati
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Gaussova-Legendreova kvadratickd formula

Priklad (3.b)

Koeficienty A1, Az, Az vypolitame metédou neurlitych koeficientov, teda rieSenim

ststav:
Yy ., .
ZAJ . aj-‘ = / v (x) - xkdx,
j=1 2

pre k =0,1,2 , t. j. pre vdhovi funkciu v (x) = 1 plati

1 1 1 271
A1-0+A2E+A3(—E) - /xdxz[x—} —0,
-1

1
A1 +A2 —I—A3 = / 1ldx = [X]l_l = 2,
1

5 5 .

2 2 ) 401
A1'02+A2(§) +A3(—@) = /xzdx:[%] :ga
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Gaussova-Legendreova kvadratickd formula

Priklad (3.c)

Jej riesenim je trojica hodnét
8 5 5
A = = A = — A = —
1 9 ) 2 9 ’ 3 9 )

preto pre hladany odhad plati

1
/e_xzdx ~ A1-f(31)+A2-f(32)+A3-f(33)
-1
- ol
= 1.4987. [... = /merf(1) = 1.4936]

) 8
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Gaussova-Ceby%evova kvadraticka formula 1. druhu

Cebygevove polynémy 1. druhu st ortogonalne polynémy na intervale ortogonality

[—1,1] s vahovou funkciou
1

V(X)) = —m———
) =75
a pre koeficienty jej Gaussovej-Ceby3evovej kvadratiry plati

™

Aj:;, j=23...,n.

n ‘ uzly a; koeficienty A;
2 s
2| +¥2 z
O s
3 i\/Tg 3
4 +0.92386 .
+0.38268 4
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Gaussova-Ceby%evova kvadraticka formula 1. druhu

Priklad (4.a)
Vyuzitim Gaussovej-Ceby3evovovej kvadratickej formuly 1. druhu odhadnime

1
arccos x
—dx.
V1—x?
51

Korene Ceby3evovho polynému 1. druhu tretieho (zvolili sme n = 3) rddu

T3 (x) =4x3 —3x sia; = —‘/75, a»=0,a3 = 73 a prislusné koeficienty sti
Al=Ar=A3 =7 =12,

Pripomefime este, Ze vahovd funkcia Cebysevove polynémy 1. druhu je

1

v(x) = Niwh
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Gaussova-Ceby%evova kvadraticka formula 1. druhu

Priklad (4.b)

Odhad integrilu pomocou Gaussovej-Cebysevovovej kvadratickej formuly 1. druhu je

arccos x -

L—

3
1
——dx & ZAJ - f(a))
V1—x? =

()0

T
3
= % - arccos (—\?) + % -arccos (0) + % - arccos (?)

1
/ arccosx
V31— x2

-1

w3

w3
.
VY
S
N————

= 4.93480.
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Gaussova-Laguerreova kvadraticka formula

Laguerreove polyndmy sii ortogondlne polynémy na nekone¢nom intervale ortogonality
[0, 00) s vahovou funkciou

v(x)=e".
n ‘ uzly a; koeficienty A;
) 22 #5
2+ V2 22

0.415775 0.711093
3| 2.294280 0.278518
6.289945 0.010389
0.322548 0.603154
1.745761 0.357419
4.536620 0.038888
9.395071 0.000539
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Gaussova-Laguerreova kvadraticka formula

Priklad (5.a)

Odhadnime Gaussovou-Laguerreovou kvadratirou pre n = 2 integral

o0
/ e X . sin xdx.
0

Laguerrov polyném druhého stupria ma tvar
Ly (x) = (x— (2—\/5)) (x— (2—1—\/5)) =x? —4x +2,

vidime, Ze jeho korene sti

a = 2_\/57
a = 2—1—\/5‘
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Gaussova-Laguerreova kvadraticka formula

Priklad (5.b)
Koeficienty A1, Ay vypoclitame integrdciou interpolaéného polynému stupiia n = 2,
ktorého korene sii a1 = 2 — V2, a =2+ V2, a teda plati

[T x— (242
Al = /0 e 2_\/5_(2+\/§)dx
/°° X—2—\/§ 2442
4 ’

———dx =
0

_ [~ —(2-v2)
= /o 2+f—(2—f)
- /Ooe X‘“*fx:—z“/ﬁ.
0

dx

4
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Gaussova-Laguerreova kvadraticka formula

Priklad (5.c)
Odhadneme hodnotu integrilu

[ s = 25200 8) 4222 (24 v)
0
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Gaussova-Laguerreova kvadraticka formula

Priklad (6.)

Odhadnime Gaussovou-Laguerreovou kvadratirou pre n = 3 predchddzajiici integral.

L3(x) = —x>+9x%>—18x+4 6 = (x — 0.4158) (x — 2.2943) (x — 6.2899) .
o _ (x — 2.2943) (x — 6.2899) .
A = x =0.7111
L /0 © " (0.4158 — 2.2043) (0.4158 — 6.2809) ¥ ~ O-/11 L,

)(
o s (x — 0.4158) (x — 6.2899) x =
A - /O ( n d 0.2785,
) (
(

2.2943 — 0.4158) (2.2943 — 6.2899)
/°° o X (x — 0.4158) (x — 2.2943)
0 (

A =
3 6.2899 — 0.4158) (6.2899 — 2.2943)

dx = 0.0104.

Q

0.7111-  (0.4158) + 0.2785 - f (2.2943) + 0.0104 - f (6.2899)

/ e X - sin xdx
0

= 0.7111-sin(0.4158) 4 0.2785 - sin (2.2943) + 0.010 4 - sin (6.2899)
= 0.4960 [...=1/2=0.5000]
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Gaussova-Laguerreova kvadraticka formula

Priklad (7.a)

Pomocou Gaussovej-Laguerreovej kvadratiiry s troma uzlovymi bodmi ndjdime
pribliznd hodnotu integralu
o0
/ e ¥ cos xdx.
0

1
L3 (x) = 3 (—X3 +9x% — 18x + 6)

Laguerov polyném tretieho stupria

md tri korene

a1 = 0.4158,
ap = 2.2043,
a3 = 6.2899.
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Gaussova-Laguerreova kvadraticka formula

Priklad (7.b)

Koeficienty A1, Az, Az vypolitame metédou neurlitych koeficientov, a to rieSenim
sustavy

g

e Xdx = [—e_x]l =1,

A1+A2+A3 -1

Il
o\o\go\

A1 - 0.4158 + A; - 2.2943 + Az - 6.2899 xe Xdx = [~e X (x + 1))}, =1,

8

x2e *dx

A - (0.4158)% + A - (2.2943)? + A3 - (6.2899)° =

— [—e_x (x2 4+ 2x + 2)}1_1 = 2.
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Gaussova-Laguerreova kvadraticka formula

Priklad (7.c)

RieSenim sistavy je trojica hodnét
A; =0.7111, A = 0.2785, Az = 0.0104.

Pre hladany odhad plati

[e.e]

/e_x cosxdx =~ A;i-f(a1)+Ax-f(a2)+ As-f(a3)
0
= 0.7111- cos(0.4158) + 0.2785 - cos (2.2943) + 0.0104 - cos (6.2899)

= 0.4765. e = % = 0.5000
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