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9 Singularny rozklad matice

Priklad 1 Ndjdime singuldrny rozklad matice

(o).

Hladdme maticu U, ktord je tvorend vlastnymi vektormi matice A- AT. A

teda
ur_ (40 (4 3 (16 12
aar= (5 0 (5 %) =(1 &)

ktorda md charakteristickd rovnicu

det (A AT — AI) ‘16_A 12

12 34—\
= A2 =50\ 4 400 = 0.

‘:(16—)\)(34—)\)—12-12

Riegime pomocou diskriminantu
D =502 —4-1-400 = 2500 — 1600 = 900,

a preto
A1 = 40,

A2 = 10.

Ndajdeme vlastné vektory prislichajice vlastnému ¢islu A1 = 40, ktoré si rieSenim
homogénnej sustavy

16-X 12 B
( 19 34—A1)'“1 =0
640 12\ _ o
12 34-40 )™ T
—24 12
( 12 —6)'“1 =0

ktord riesime rozvojom podla prvého riadku

u, = (=1)"*""det(—6)-k = —6k,
w, = (=1)""det(12)-k=—-12k,  kde k €R,

) S . 1
bez uymy na vseobecnosti je jednym z riesent vektor uy = ( 9 >, ktory znor-

~T_<L2>_<12>_ V5 2V5
M e \WBvs) \ 5 s )

malizujeme
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Pre vilastné ¢islo Ay = 10 riesime sustavu

16-2% 12 B
( 19 34—A2)'“2 =0
6-10 12\ o
12 3-10)"™ = 5
6 12
(12 24)'“2 =0

opdt napriklad rozvojom prvého riadku

24k,

Uy, = (=1)""det(24) -k
2) -k = —12k,

Uy, = (=1)""*det (12)

. L . 2
bez ujmy na vseobecnosti je jednym riesenim napriklad vektor us = ( 1 ),

ktory opdt’ znormalizujeme

uT_(Qv—l)_<2 —1)_ 2v6 —Vb
’ 24 (12 WG 575 )

Matica U ma tvar

Hladdme maticu V, ktord je tvorend vlastngmi vektormi matice AT - A, preto
T o4_ (4 3 (4 0 _ 25 —15
4 A_(O -5 3 =5 )\ —-15 25 ’
ktord md charakteristickd rovnicu

—15 25—\
= A2 =50\ + 400,

det (AT A—\I) = ‘25_A —15 ‘_(25—>\)(25—)\)—15~15

a jej vlastné tisla budi opdt’ Ay = 40 a Ao = 10. Pre prvé vlastné cislo hladdme
vlastny vektor, ktory vyhovuje homogénnemu systému

25—\ —15 ) ~ o
15 25— ) VP T
25-40 15 ) ~ o
“15 25-40 ) VY T 9
~15 -15
(-15 —15)"’1 =0
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. . . 1 o
Je zrejmé Ze riesenim je napriklad vektor vi = ( 1 ), ktory znormalizujeme

T (5.3)-(£7)

Pre druhé vlastné ¢islo Ao = 10 riesime siustavu

25— —15 B
( 15 25—A2>'V1 =0
25-10 —15 \ - _ o
15 25-10 )Vt T %
15 —15
(—15 15 )'Vl =0

o 1 . o
ktord md rieSenie vo = N E ktory znormalizujeme

it ()= (59)

V2 V2
v=( 2 %)
2 2

A matica V je

Zrejme plati

[\V)
g,
N——
N
-3
[am)

S ‘”%"“&
2k

Sleseriro

T 0 2 =
U'S'V = \/ﬁ) g g
2v/5V/10 4
3.

= (v —pavsei )= (

Priklad 2 Ndjdime singuldrny rozklad matice

1
A=11
0

—= O N

Hladdme maticu U, tvoreni vlastnymi vektormi matice

1 2 5 1 2
A-AT=[1 0 <;é(1)) 11 0],
0 1 2 0 1
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ktord ma charakteristickd rovnicu

det (A-AT —X-1) = 0,

5-X 1 2

1 1-Xx 0 = 0,

2 0 1—A

cize

5-X 1 2
I 1-=X2 0 |[==XN4+7M2-6A=-2AXA-6)(A-1)=0
2 0 1—A

preto vlastné ¢isla tejto matice su

M= 6
>\2 = 1a
A3 0.

Ku vla. ¢ A\ = 6 bude prislichat’ vlastny vektor vyhovujici homogénnemu
systému linedrnych rovnic

55—\ 1 2
1 1—X\ 0 -u; = 0,
2 0 1-—X
-1 1 2
1 -5 0 - Uup = 07
2 0 -5
ktori riesime rozvojom napr. 1 riadka a dostdvame
-5 0
w, = (1) 0 s ‘ -k = 25k,
1 0
U, = (71)14’_2 2 _5§ ' k= 5k7
43| 1 =95
w, = (-1 5 0o )Je:lok,
5
a jednym z rieSent je napriklad vektor uy = | 1 |, ktory znormalizujeme
2
o ouf (512" _(5,1,2>T_( 5 1 2 >T
! | VB2 412 4 22 V30 V30" V30" /30

V30 V30 V30
5 300 15 )
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Pre vlastné ¢. Ay = 1 riesime stustavu

5—X 1 2
1 1-X O ‘uy, = 0,
2 0 1—X

41 2
100 | u = o,
2 0 0

ktord riesime rozvojom podla druhého riadku

1 2
U2, = (71)2+1 ! 0 0 k= 07
U2, = (_1)2+2 ' ;L (2) k= _4k7
wp, = ()P0 | k=K,
0
teda us = 2 , ktory tiez znormujeme
-1
ar - W 02D <0 2 —1>T
|u2| 02+22+(_1)2 NGRS
T
- |o & ;\/5
B "5 75 '
A pre vlastné ¢islo A3 = 0 riesime homogénnu sustavu
5— A3 1 2
1 1— 23 0 -ug = 0,
2 0 1— X3
5 1 2
1 1 0 us = 0,
2 0 1

rie§ime rozvojom prvého riadka

1+1| 1 0
us, = (=D [k=k
1 0
Uz, = (_1)1+2 2 1 k= _kv
us, = (-1)'*° ; (1) k= —2k
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1

tedaug = | —1 |, ktory takisto znormujeme
-2

U3 =

sl g (1 4 (o
(ﬁ V6 ﬁ)T

=T u?’: _ (la_17_2) _ (

6" 6 ' 3

Matica V' bude tvorend vlastngmi vektormi matice

1 2
T o, (1 10 (2 2
A'A<201> (1)? <2 5)’

ktord bude mat tie isté vlatsné ¢isla (okrem nulového) ako matica A - AT, kedse
jej charakteristickd rovnica je

’2—>\ 2

5 5 ‘:)\2—7)\+6:(>\—6)()\—1):0.

Pre Ay = 6 riesime

2-6 2
( 2 5—6)"’1 =0

-4 2
( ) _1>'V1 - 0;

. ) . ) . 1
rozvojom prvého riadku by sme dostali napriklad jedno z rieSeni vi = < 9 >,

L V5
ktory md normlizovany tvar vi = g = 2\5/5 .
NG 5
A podobne pre Ay = 1 riesime siustavu

2-1 2
( 2 5—1)"’2 =0
1 2
2 4>'V2 = 0)

2
-1

/N

ktord md napriklad riesenie vo = <

(2)-(%)

), ktory md normlizovany tvar vo =

SIS
m"&m
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Cize matica U mda stlpce tvorené vlastngmi vektormi uy, us, us, teda

V30 V6
6

U= V30  2VB 6
30 5 6
30 -6 =6
15 5 3

a podobne matica

avsak do redekompozicie dosddzame jej transponovany tvar (v tomto pripade

totozny)
. V5 2v5
Vi = 255 —55 :
5 5
v.-s-ve = 30 5. o 0 V1 2 —v5

= | &V5v6v30+4 LVBVEV30- 2
2V5V6v30— 2 25v6vV30+ 1
1.0 2.0
= 1.0 —1.2622 x 10~29
—1.2622 x 10=29 1.0

Priklad 3 Ndjdime singuldrny rozklad matice

3.2 2
A<2 3 —2>'

Hladdme maticu U, ktoreej stlpce su vlastné vektory matice

w

2
r_ (32 2 (17 8
AA<23—2> 2_32 <8 17>'

Vlastné ¢isla tejto matice vyhowiji charakteristickej rovnict

[\

det (A- AT —X-1) =0,
a teda v nasom pripade to je

17—X 8

2 —(\— —9) =
. 7oy | = AT 3225 = (A= 25) (A - 9) = 0.
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Tym sme nasli vlastné ¢isla tejto matice, ktoré budi usporiadané zostupne

A= 25,
A = 0.

Pre prvé vlastné ¢islo Ay = 25 hladdme ku nemu prislichajici vlasting vektor
ako rieSenie homogénneho systému linedrnych rovnic tvaru

17— X\ 8 . ~ o
8 17— )" =%
17— 25 8 o w, (0
8 17— 25 w, ] — o)
8 8\ (u, \_ [0
8§ -8 w, )~ \o )

I —8u11 + 8’LL12 = 0,
I 8u11 — SU12 = 0,

alebo

ktorej netrividlnym riesSenim je zrejme uy, =k aui, =k, kde k € R, teda vektor

o U1, . k
ul(%)(_k), FeR

A bez ujmy na vseobecnosti mozeme za hladany vektor vziat napriklad

(1
u; = 1 ’
ktory znormalizujeme

T T
~ w141 1 (1,1)T=<ﬂ ﬁ) |

m == — = —— ,
w| vErZ V2 27 2

Podobne pre viastné ¢islo Ao = 9 je ku nemu prislichajiici vlastny vektor riesenim
linedrnej homogénnej sustavy

17— )Xo 8 ' — 0
8 17— ) M = %
17—-9 8 [ u2, _
8 17-9 U, -
8 8 . U2, .
8 8 U2, o
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a teda
I : Bug, + 8ug, =0,
I Sug, + 8ug, =0,
ktorej netrividlnym riesenim je uo, =k a uo, = —k, kde k € R, ¢ize

o U2, _ k
we ()= (%), ken

Opdt bez ujmy na vieobecnosti zvolime za jedno z rieSeni napriklad vektor

1
u2 = _1 )
ktory znormalizujeme

L T (e (1,—1)T:<\f —\/5> .

u2 = — = = — s
|u2| 12+<_1)2 \/§ 2 2

A takto sme ziskali hladantd maticu U stlpcovo tvorend normalizovangmi vlast-
nymi vektormi matice A - AT v tvare
y )
2
vz |-

(%4

2
Teraz si wrétme maticu V , ktorej stlpce budd viastngmi vektoormi matice

ol

3 2 13 12 2
AT A=1{2 3 (g § _22>: 12 13 -2 |,
2 -2 2 -2 8

vlastné ¢isla tejto matice su korene charakteristickej rovnice
det (AT -A—X-1) =0,

a teda

13- 12 2
120 13—-X =2 | =-A" 434\ - 2250 = - A(A—25)(A—9) =0.
2 -2 8-

Co nastane pre tri korene - vlastné ¢isla (usporiadané zostupne)

M= 25,
o = O,
A3 = 0.
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Pre prvé vlastné ¢islo A\ = 25 ndjdeme k nemu prishichajici vlastny vektor ako
rieSenie homogénnej siustavy linedrnych rovnic

13—\ 12 2
12 13 — )\1 -2 vV = O,
2 -2 88—\
13 -25 12 2
12 13-25 -2 vi = 0,
2 -2 8—125
-12 12 2
12 12 -2 vy = 0,
2 -2 =17

ktord riesime rozvojom podla prvého riadku

141 —-12 =2
v, = (=) -k 9 _17 ’:20014;,
142 12 -2
v, = (1) k- 5 17 ‘:2001@,
143 12 —12
v, = Dk S ‘:0.
k
Riesenim je vektorvy = | k |, kdek € R. Z vsetkych tychto riesent, vezmeme
0
1
napriklad vi = 1 |, ktory normnormalizujeme
0

Vi1 =

Tl VErRte

Pre Ay = 9 riesime

v (1,1,0)" V2 V2 0 ’
20207

13-9 12 2
12 13-9 -2 vy = 0,
2 -2 8-9
4 12 2
12 4 -2 |]-vo = 0,
2 -2 -1

10
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rozvojom prvého riadku

-2

vs, = (_1)1+1 k- o ] ‘ = —8k,
v, = (—1)"*? k. 122 :? ‘ = 8k,
vy, = (=)' k. 122 _42 ‘ = —32k.
k 1
Z riesent vo = —k |, kde k € R, vyberieme napriklad vo = | —1 |, ktoré
4k 4

bude po normalizdcii mat tvar

Vo 1,-1,49"

V18 —V18 2V18

(

187

V2:7: =
Vol 2 1) e

Pre posledné vlastné tislo A3 = 0 ndjdeme k nemu prislusny vlastny vektor ako

rie§enie sustavy

18

T (V2 Vi
oS

9

)

13 12 2
12 13 -2 |-vy=0,
2 -2 8
odkial rozvojom prvého riadku dostdvame
141 12 13
vy, = (-1)'"" k- 5 9 ‘:—5%,
142 12 -2
vy, = (=)' k- 5 s ‘ = —100k,
143 13 -2
vy, = (1) k- 9 g ' = 100k,
k 1
vektor vy = 2k , kde k € R, a pre napriklad v, = 2 je normali-
—2k -2
zovany tvar
_ V3 (1,2,-2)" 12 —2\"
Vg = — = ==, =,— | .
7 vl 3733

Tym sme nasli maticu

V2 V2
2 6
V= @ fTﬁ
O 2\/§

11
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Samotny singuldrny rozklad md tvar

Uv-s.-vh = (\? g )(\/ﬁ
0

% =)
==
~_
el
[ V)
w‘&wb o

12



