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9 Singulárny rozklad matice

Príklad 1 Nájdime singulárny rozklad matice

A =

�
4 0
3 �5

�
:

H
,
ladáme maticu U , ktorá je tvorená vlastnými vektormi matice A � AT . A

teda

A �AT =
�
4 0
3 �5

�
�
�
4 3
0 �5

�
=

�
16 12
12 34

�
:

ktorá má charakteristickú rovnicu

det
�
A �AT � �I

�
=

���� 16� � 12
12 34� �

���� = (16� �) (34� �)� 12 � 12
= �2 � 50�+ 400 = 0:

Rie�ime pomocou diskriminantu

D = 502 � 4 � 1 � 400 = 2500� 1600 = 900;

a preto

�1;2 =
50� 30
2

=

8<: �1 = 40;

�2 = 10:

Nájdeme vlastné vektory prislúchajúce vlastnému µcíslu �1 = 40, ktoré sú rie�ením
homogénnej sústavy �

16� �1 12
12 34� �1

�
� u1 = 0;�

16� 40 12
12 34� 40

�
� u1 = 0;�

�24 12
12 �6

�
� u1 = 0;

ktorú rie�ime rozvojom pod
,
la prvého riadku

u11 = (�1)1+1 det (�6) � k = �6k;
u12 = (�1)1+2 det (12) � k = �12k; kde k 2 R;

bez ujmy na v�eobecnosti je jedným z rie�ení vektor u1 =
�
1
2

�
, ktorý znor-

malizujeme

euT1 = (1; 2)p
12 + 22

=

�
1p
5
;
2p
5

�
=

 p
5

5
;
2
p
5

5

!
:

1
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Pre vlastné µcíslo �2 = 10 rie�ime sústavu�
16� �2 12
12 34� �2

�
� u2 = 0;�

16� 10 12
12 34� 10

�
� u2 = 0;�

6 12
12 24

�
� u2 = 0;

opä ,t napríklad rozvojom prvého riadku

u21 = (�1)1+1 det (24) � k = 24k;
u22 = (�1)1+2 det (12) � k = �12k;

bez ujmy na v�eobecnosti je jedným rie�ením napríklad vektor u2 =
�

2
�1

�
,

ktorý opä ,t znormalizujeme

uT2 =
(2;�1)q
22 + (�1)2

=

�
2p
5
;
�1p
5

�
=

 
2
p
5

5
;
�
p
5

5

!
:

Matica U má tvar

U =

 p
5
5

2
p
5

5
2
p
5

5
�
p
5

5

!
:

H
,
ladáme maticu V , ktorá je tvorená vlastnými vektormi matice AT �A, preto

AT �A =
�
4 3
0 �5

�
�
�
4 0
3 �5

�
=

�
25 �15
�15 25

�
;

ktorá má charakteristickú rovnicu

det
�
AT �A� �I

�
=

���� 25� � �15
�15 25� �

���� = (25� �) (25� �)� 15 � 15
= �2 � 50�+ 400;

a jej vlastné µcísla budú opä ,t �1 = 40 a �2 = 10. Pre prvé vlastné µcíslo h
,
ladáme

vlastný vektor, ktorý vyhovuje homogénnemu systému�
25� �1 �15
�15 25� �1

�
� v1 = 0;�

25� 40 �15
�15 25� 40

�
� v1 = 0;�

�15 �15
�15 �15

�
� v1 = 0:
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Je zrejmé µze rie�ením je napríklad vektor v1 =
�

1
�1

�
, ktorý znormalizujeme

evT1 = (1;�1)q
12 + (�1)2

=

�
1p
2
;
�1p
2

�
=

 p
2

2
;
�
p
2

2

!
:

Pre druhé vlastné µcíslo �2 = 10 rie�ime sústavu�
25� �2 �15
�15 25� �2

�
� v1 = 0;�

25� 10 �15
�15 25� 10

�
� v1 = 0;�

15 �15
�15 15

�
� v1 = 0;

ktorá má rie�enie v2 =
�
1
1

�
, ktorý znormalizujeme

evT2 = (1; 1)p
12 + 12

=

�
1p
2
;
1p
2

�
=

 p
2

2
;

p
2

2

!
:

A matica V je

V =

 p
2
2

p
2
2

�
p
2

2

p
2
2

!
;

pre rekompozíciu poouµzijeme jej transponovaný tvar

V T =

 p
2
2

�
p
2

2p
2
2

p
2
2

!
:

Zrejme platí

U � S � V T =

 p
5
5

2
p
5

5
2
p
5

5
�
p
5

5

!
�
� p

40 0

0
p
10

�
�
 p

2
2

�
p
2

2p
2
2

p
2
2

!

=

�
2
5

p
2
p
5
p
10 0

3
10

p
2
p
5
p
10 � 1

2

p
2
p
5
p
10

�
=

�
4:0 0
3:0 �5:0

�
:

Príklad 2 Nájdime singulárny rozklad matice

A =

0@ 1 2
1 0
0 1

1A :
H
,
ladáme maticu U , tvorenú vlastnými vektormi matice

A �AT =

0@ 1 2
1 0
0 1

1A � � 1 1 0
2 0 1

�
=

0@ 5 1 2
1 1 0
2 0 1

1A ;
3
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ktorá má charakteristickú rovnicu

det
�
A �AT � � � I

�
= 0;������

5� � 1 2
1 1� � 0
2 0 1� �

������ = 0;

µciµze ������
5� � 1 2
1 1� � 0
2 0 1� �

������ = ��3 + 7�2 � 6� = �� (�� 6) (�� 1) = 0
preto vlastné µcísla tejto matice sú

�1 = 6;

�2 = 1;

�3 = 0:

Ku vla. µc. �1 = 6 bude prislúcha ,t vlastný vektor vyhovujúci homogénnemu
systému lineárnych rovníc0@ 5� �1 1 2

1 1� �1 0
2 0 1� �1

1A � u1 = 0;

0@ �1 1 2
1 �5 0
2 0 �5

1A � u1 = 0;

ktorú rie�ime rozvojom napr. 1 riadka a dostávame

u11 = (�1)1+1
���� �5 0
0 �5

���� � k = 25k;
u12 = (�1)1+2

���� 1 0
2 �5

���� � k = 5k;
u13 = (�1)1+3

���� 1 �5
2 0

���� � k = 10k;
a jedným z rie�ení je napríklad vektor u1 =

0@ 5
1
2

1A, ktorý znormalizujeme
euT1 =

uT1
ju1j

=
(5; 1; 2)

T

p
52 + 12 + 22

=
(5; 1; 2)

T

p
30

=

�
5p
30
;
1p
30
;
2p
30

�T
=

 p
30

6
;

p
30

30
;

p
30

15

!T
:
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Pre vlastné µc. �2 = 1 rie�ime sústavu0@ 5� �2 1 2
1 1� �2 0
2 0 1� �2

1A � u2 = 0;

0@ 4 1 2
1 0 0
2 0 0

1A � u2 = 0;

ktorú rie�ime rozvojom pod
,
la druhého riadku

u21 = (�1)2+1 �
���� 1 2
0 0

���� � k = 0;
u22 = (�1)2+2 �

���� 4 2
2 0

���� � k = �4k;
u23 = (�1)2+3 �

���� 4 1
2 0

���� � k = 2k;
teda u2 =

0@ 0
2
�1

1A, ktorý tieµz znormujeme
euT2 =

uT2
ju2j

=
(0; 2;�1)q

02 + 22 + (�1)2
=

�
0;
2p
5
;
�1p
5

�T

=

 
0;
2
p
5

5
;
�
p
5

5

!T
:

A pre vlastné µcíslo �3 = 0 rie�ime homogénnu sústavu0@ 5� �3 1 2
1 1� �3 0
2 0 1� �3

1A � u3 = 0;

0@ 5 1 2
1 1 0
2 0 1

1A � u3 = 0;

rie�ime rozvojom prvého riadka

u31 = (�1)1+1
���� 1 0
0 1

���� k = k;
u32 = (�1)1+2

���� 1 0
2 1

���� k = �k;
u33 = (�1)1+3

���� 1 1
2 0

���� k = �2k
5
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teda u3 =

0@ 1
�1
�2

1A, ktorý takisto znormujeme
euT3 =

uT3
ju3j

=
(1;�1;�2)q

12 + (�1)2 + (�2)2
=

�
1p
6
;
�1p
6
;
�2p
6

�T

=

 p
6

6
;
�
p
6

6
;
�
p
6

3

!T
:

Matica V bude tvorená vlastnými vektormi matice

AT �A =
�
1 1 0
2 0 1

�
�

0@ 1 2
1 0
0 1

1A =

�
2 2
2 5

�
;

ktorá bude ma ,t tie isté vlatsné µcísla (okrem nulového) ako matica A �AT , ke ,dµze
jej charakteristická rovnica je���� 2� � 2

2 5� �

���� = �2 � 7�+ 6 = (�� 6) (�� 1) = 0:
Pre �1 = 6 rie�ime �

2� 6 2
2 5� 6

�
� v1 = 0;�

�4 2
2 �1

�
� v1 = 0;

rozvojom prvého riadku by sme dostali napríklad jedno z rie�ení v1 =
�
1
2

�
,

ktorý má normlizovaný tvar ev1 =  1p
5
2p
5

!
=

 p
5
5

2
p
5

5

!
.

A podobne pre �2 = 1 rie�ime sústavu�
2� 1 2
2 5� 1

�
� v2 = 0;�

1 2
2 4

�
� v2 = 0;

ktorá má napríklad rie�enie v2 =
�

2
�1

�
, ktorý má normlizovaný tvar ev2 = 

2p
5

�1p
5

!
=

 
2
p
5

5
�
p
5

5

!
:
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µCiµze matica U má st́lpce tvorené vlastnými vektormi u1;u2;u3, teda

U =

0B@
p
30
6 0

p
6
6p

30
30

2
p
5

5
�
p
6

6p
30
15

�
p
5

5
�
p
6

3

1CA
a podobne matica

V =

 p
5
5

2
p
5

5
2
p
5

5
�
p
5

5

!
av�ak do redekompozície dosádzame jej transponovaný tvar (v tomto prípade
totoµzný)

V T =

 p
5
5

2
p
5

5
2
p
5

5
�
p
5

5

!
:

U � S � V T =

0B@
p
30
6 0

p
6
6p

30
30

2
p
5

5
�
p
6

6p
30
15

�
p
5

5
�
p
6

3

1CA �
0@ p

6 0

0
p
1

0 0

1A � p
5
5

2
p
5

5
2
p
5

5
�
p
5

5

!

=

0@ 1
30

p
5
p
6
p
30 1

15

p
5
p
6
p
30

1
150

p
5
p
6
p
30 + 4

5
1
75

p
5
p
6
p
30� 2

5
1
75

p
5
p
6
p
30� 2

5
2
75

p
5
p
6
p
30 + 1

5

1A
=

0@ 1:0 2:0
1:0 �1: 262 2� 10�29

�1: 262 2� 10�29 1:0

1A :
Príklad 3 Nájdime singulárny rozklad matice

A =

�
3 2 2
2 3 �2

�
:

H
,
ladáme maticu U , ktoreej st́lpce sú vlastné vektory matice

A �AT =
�
3 2 2
2 3 �2

�0@ 3 2
2 3
2 �2

1A =

�
17 8
8 17

�
:

Vlastné µcísla tejto matice vyhovújú charakteristickej rovnici

det
�
A �AT � � � I

�
= 0;

a teda v na�om prípade to je���� 17� � 8
8 17� �

���� = �2 � 34�+ 225 = (�� 25) (�� 9) = 0:
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Tým sme na�li vlastné µcísla tejto matice, ktoré budú usporiadané zostupne

�1 = 25;

�2 = 9:

Pre prvé vlastné µcíslo �1 = 25 h
,
ladáme ku nemu prislúchajúci vlasttný vektor

ako rie�enie homogénneho systému lineárnych rovníc tvaru�
17� �1 8
8 17� �1

�
� u1 = 0;�

17� 25 8
8 17� 25

�
�
�
u11
u12

�
=

�
0
0

�
;

µciµze �
�8 8
8 �8

�
�
�
u11
u12

�
=

�
0
0

�
;

alebo

I : �8u11 + 8u12 = 0;
II : 8u11 � 8u12 = 0;

ktorej netriviálnym rie�ením je zrejme u11 = k a u12 = k, kde k 2 R, teda vektor

u1 =

�
u11
u12

�
=

�
k
�k

�
; k 2 R:

A bez ujmy na v�eobecnosti môµzeme za h
,
ladaný vektor vzia ,t napríklad

u1 =

�
1
1

�
;

ktorý znormalizujeme

eu1 = u1
ju1j

=
(1; 1)

T

p
12 + 12

=
1p
2
(1; 1)

T
=

 p
2

2
;

p
2

2

!T
:

Podobne pre vlastné µcíslo �2 = 9 je ku nemu prislúchajúci vlastný vektor rie�ením
lineárnej homogénnej sústavy�

17� �2 8
8 17� �2

�
� u1 = 0;�

17� 9 8
8 17� 9

�
�
�
u21
u22

�
=

�
0
0

�
;�

8 8
8 8

�
�
�
u21
u22

�
=

�
0
0

�
;

8
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a teda

I : 8u21 + 8u22 = 0;

II : 8u21 + 8u22 = 0;

ktorej netriviálnym rie�ením je u21 = k a u22 = �k, kde k 2 R, µciµze

u2 =

�
u21
u22

�
=

�
k
�k

�
; k 2 R:

Opä ,t bez ujmy na v�eobecnosti zvolíme za jedno z rie�ení napríklad vektor

u2 =

�
1
�1

�
;

ktorý znormalizujeme

eu2 = u2
ju2j

=
(1;�1)Tq
12 + (�1)2

=
1p
2
(1;�1)T =

 p
2

2
;
�
p
2

2

!T
:

A takto sme získali h
,
ladanú maticu U st́lpcovo tvorenú normalizovanými vlast-

nými vektormi matice A �AT v tvare

U =

 p
2
2

p
2
2p

2
2

�
p
2

2

!
:

Teraz si urµcíme maticu V , ktorej st́lpce budú vlastnými vektoormi matice

AT �A =

0@ 3 2
2 3
2 �2

1A� 3 2 2
2 3 �2

�
=

0@ 13 12 2
12 13 �2
2 �2 8

1A ;
vlastné µcísla tejto matice sú korene charakteristickej rovnice

det
�
AT �A� � � I

�
= 0;

a teda������
13� � 12 2
12 13� � �2
2 �2 8� �

������ = ��3 + 34�2 � 225� = �� (�� 25) (�� 9) = 0:
µCo nastane pre tri korene - vlastné µcísla (usporiadané zostupne)

�1 = 25;

�2 = 9;

�3 = 0:
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Pre prvé vlastné µcíslo �1 = 25 nájdeme k nemu prislúchajúci vlastný vektor ako
rie�enie homogénnej sústavy lineárnych rovníc0@ 13� �1 12 2

12 13� �1 �2
2 �2 8� �1

1A � v1 = 0;

0@ 13� 25 12 2
12 13� 25 �2
2 �2 8� 25

1A � v1 = 0;

0@ �12 12 2
12 �12 �2
2 �2 �17

1A � v1 = 0;

ktorú rie�ime rozvojom pod
,
la prvého riadku

v11 = (�1)1+1 � k �
���� �12 �2
�2 �17

���� = 200k;
v12 = (�1)1+2 � k �

���� 12 �2
2 �17

���� = 200k;
v13 = (�1)1+3 � k �

���� 12 �12
2 �2

���� = 0:
Rie�ením je vektor v1 =

0@ k
k
0

1A, kde k 2 R. Z v�etkých týchto rie�ení, vezmeme
napríklad v1 =

0@ 1
1
0

1A, ktorý normnormalizujeme
ev1 = v1

jv1j
=

(1; 1; 0)
T

p
12 + 12 + 02

=

 p
2

2
;

p
2

2
; 0

!T
:

Pre �2 = 9 rie�ime0@ 13� 9 12 2
12 13� 9 �2
2 �2 8� 9

1A � v2 = 0;

0@ 4 12 2
12 4 �2
2 �2 �1

1A � v2 = 0;

10
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rozvojom prvého riadku

v21 = (�1)1+1 � k �
���� 4 �2
�2 �1

���� = �8k;
v22 = (�1)1+2 � k �

���� 12 �2
2 �1

���� = 8k;
v23 = (�1)1+3 � k �

���� 12 4
2 �2

���� = �32k:
Z rie�ení v2 =

0@ k
�k
4k

1A, kde k 2 R, vyberieme napríklad v2 =
0@ 1
�1
4

1A, ktoré
bude po normalizácii ma ,t tvar

ev2 = v2
jv2j

=
(1;�1; 4)Tq
12 + (�1)2 + 42

=

 p
18

18
;
�
p
18

18
;
2
p
18

9

!T
=

 p
2

6
;
�
p
2

6
;
2
p
2

3

!T
:

Pre posledné vlastné µcíslo �3 = 0 nájdeme k nemu príslu�ný vlastný vektor ako
rie�enie sústavy 0@ 13 12 2

12 13 �2
2 �2 8

1A � v3 = 0;
odkia

,
l rozvojom prvého riadku dostávame

v31 = (�1)1+1 � k �
���� 12 13
2 �2

���� = �50k;
v32 = (�1)1+2 � k �

���� 12 �2
2 8

���� = �100k;
v33 = (�1)1+3 � k �

���� 13 �2
�2 8

���� = 100k;
vektor v3 =

0@ k
2k
�2k

1A, kde k 2 R, a pre napríklad v2 =
0@ 1

2
�2

1A je normali-

zovaný tvar

ev3 = v3
jv3j

=
(1; 2;�2)Tq
12 + 22 + (�2)2

=

�
1

3
;
2

3
;
�2
3

�T
:

Tým sme na�li maticu

V =

0B@
p
2
2

p
2
6

1
3p

2
2

�
p
2

6
1
3

0 2
p
2

3
�2
3

1CA :
11
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Samotný singulárny rozklad má tvar

U � S � V T =

 p
2
2

p
2
2p

2
2

�
p
2

2

!� p
25 0 0

0
p
9 0

�0B@
p
2
2

p
2
2 0p

2
6

�
p
2

6
2
p
2

3
1
3

1
3

�2
3

1CA
=

�
3 2 2
2 3 �2

�
= A:
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