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Tento text vznikol na zaklade prirodzenej poziadavky Studentov na prehladni ucelent publikdciu venujicu
sa vylu¢ne oblastiam Statistiky a numerickej matematiky, obsiahnutych v ich zdkladnom kurze. Vicsina
doterajsich textov bola bud prili§ rozsiahla, a teda pre ¢itatela odrddzajuca, alebo naopak niektoré publikdcie
obsahovali ucivo vyluc¢ne stredoskolské. Ndroky na Studentov vysokych $kol sa v poslednej dobe vyrazne

zmenili, preto vznikla aj medzera v odbornej literattre, kedy chybaja knihy pokryvajice akysi medzistupen
od stredoskolskej literattry a literattry vyslovene univerzitného typu. Mdme na mysli knihy kladtice na
¢itatela miernejSie naroky ako tomu byvalo v minulosti. Tato medzeru sme sa snazili vyplnit prepisom
prednasok do prijatelnej formy. Text sme navyse obohatili o rieSené ale aj neriesené priklady, ktoré sme
¢erpali z vlastnych zdrojov resp. z citovanej literatdry.

Tento text nenahrddza niektoré, podla nasho ndzoru, vyborné publikicie inych autorov, ale uréitym
spdsobom sa snaz{ priblizit modernému $tudentovi.

Publikécia je rozdelend na dve casti. Prv4 sa venujem Statistickym metédam a druhd numerickym metédam.
Prvi kapitola je venovani kombinatorike, ktord uz v niektorych pripadoch tplne zmizla zo stredoskolskych
osnov, a preto pokladidme za nutnost sa jej v obmedzenej miere v texte venovat.

V druhej kapitole je definovany samotny pojem pravdepodobnosti, zaoberdme sa tu jej zdkladnymi
operaciami.

Tretia kapitola popisuje vlastnosti néhodnej premenne;.

Vo $tvrtej a piatej kapitole st popisané niektoré zdkladné rozdelenia pravdepodobnosti.

V siestej kapitole s zdklady popisnej statistiky, nevyhnutného zikladu pre spracovanie ddajov.

Siedma kapitola sa zaoberd problematikou odhadu parametrov zékladného siboru s normalnym rozde-
lenim.

Osma kapitola je venovani testovaniu §tatistickych hypotéz o parametroch siboru.

Deviata a desiata kapitola rozobera problematiku linedrnej zdvislosti siborov.

Jedenista kapitola je akymsi tvodom do problematiky numerickej matematiky, rozoberieme si numerické
algoritmy, ich stabilitu ako aj chyby vznikajuce pri pouziti tychto algoritmov.

V dvanistej kapitola uvedieme prehlad zakladnych metéd numerického riesenia nelinedrnej rovnice.
Nisledne sa v trindstej kapitole pristavime prizovSeobecneni tychto metdd na riesenie stistavy nelinedrnych
rovnic.
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Strndsta kapitola poskytuje zakladny prehlad rieSenia stistav linedrnych rovnic.

Pitndsta kapitola pribliZi problematiku interpolicie funkcie.

Podobne $estndsta kapitola sa venuje aproximécii funkcie metédou najmensich $tvorcov.

V sedemnistej kapitole uvedieme spdsoby numerickej integricie.

Poslednd osemndsta kapitola sa zaoberd asi najpouzivanejou tlohou a to numerickym rieSenim diferen-
cidlnych rovnic.

V neposlednom rade, by sme radi podakovali kolegovi a dobrému priatelovi RNDr., Ing. Jinovi RY-
BARIKOVI, CSc. za podporu ako aj cenné rady skiiseného pedagdga, bez ktorych by tento text nemohol
vzniknat, doc. RNDr. Elene WISZTOVE], CSc. za in$pirdciu pre samotny vznik tohto textu a Ing. Petrovi
TOMASOVICOVI za grafickd a editorskd podporu. Takisto dakujeme $tudentom za pripomienkovanie.

Zilina 13. 11. 2017 autori
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1.1

Tito cast poskytuje nevyhnutny zéklad z teérie kombinatoriky potrebny pre stddium pravdepodobnosti.
Uvedieme tu definicie a vztahy pre vypocet varidcif, permutdcii a kombin4cif (s opakovanim alebo bez
opakovania). Zavedieme pojem kombina¢né ¢islo ako aj vztahy pre jeho poutzitie.

Tieto vedomosti s samozrejme Citatelovi zndme zo strednej Skoly, uviddzame ich iba kvoli ozrejmeniu
moznych medzier v danej problematike.

Varidcie bez opakovania

Definicia 1.1.1 Varidciami k-tej triedy z n prvkov bez opakovania nazyvame usporiadané k-tice
vytvorené z n prvkov, pricom sa ziadny prvok neopakuje.
Symbolicky varidcie k-tej triedy z n prvkov bez opakovania oznacujeme ako Vi (n) a plati

Vi) =n-(n—1)-(n=2)-...-(n—k+1) =

(n—k)!’

R V pripade varidcif bez opakovania ndm zilezi na poradi a prvky sa neopakuja.

m Priklad 1.1 Kolko r6znych 3-cifernych ¢isel moézeme vytvorit z &islic 1,2,3,4, 5, ak sa ziadna dslica
neopakuje.

Zrejme sa bude jednat o trojice z pit prvkov, tj. k =3 an =15,

50 51 54320

(-3 21 2 60.

Vs(5)=5-4-3=
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Varidcie s opakovanim

Definicia 1.2.1 Varidciami k-tej triedy zn prvkov s opakovanim nazyvame usporiadané k-tice vytvorené
z n prvkov, pricom sa prvky v k-tici mé6zu lubovolne opakovat.
Symbolicky varidcie k-tej triedy z n prvkov s opakovanim oznacujeme ako V) (n) a plat
V/(n) = n*.
m Priklad 1.2 Kolko réznych 3-cifernych ¢isel mézeme vytvorit z &islic 1,2,3,4, 5, ak sa &islice mozu
opakovat.
Jedna o trojice z pit prvkov s opakovanim, tj. k =3 an = 5.

Vi(5) =5 =125.

Permutdcie bez opakovania

Definicia 1.3.1 Permuticie z n prvkov bez opakovania nazyvame usporiadané n-tice vytvorené z n-
prvkovej mnoziny.
Symbolicky permuticie z n prvkov bez opakovania oznacujeme ako P(n) a plati

Pn)=n-(n—1)-(n—=2)-...-1=n

p ) Permutdcie z n prvkov bez opakovania st v podstate varidciami n-tej triedy z n prvkov

n! n!  n! |
(n—n)! o1 "

P(n) = Va(n) =

m Priklad 1.3 Vytvorme vetky permutdcie z prvkov a, b, .

abc,acb,bac,bca,cab,cba.
Pre kontrolu si overime, ¢i ich je skutocne Sest,

P(3)=31=3-2-1=6.

Permutdcie s opakovanim
Definicia 1.4.1 Permuticie z n prvkov, kde sa 1. prvok opakuje r|-krdt, 2. prvok r»-krét az k-ty prvok
sa opakuje rg-krdt, nazyvame permuticie z n prvkov s opakovanim.
Symbolicky tieto permuticie s opakovanim oznacujeme a plati pre ne
n!

/ P
Prl,rz7--.7rk(n) Tl

= Priklad 1.4 Kolko réznymi spdsobmi mozeme vedla seba rozostavit tri zelené, dva Cervené a dva modré

hrn¢eky (gulicky, stolicky, vazicky alebo mamicky)?

Bez dlhsieho rozmyslania

7! 5040 5040

/ _ _ _
Pra(7) = 31,2121 6-2.2 24 =210.
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Teraz si dovolime jeden motivujuci priklad. Casto sa stdva, ze veci ktoré sa na prvy pohlad javia byt
zrejmymi, maju presne opacné vlastnosti ako sme ocakdvali. A aby sa vzdelani mali aj comu ¢udovat,
nazyvaja takéto situdcie paradoxom.

m Priklad 1.5 Profesor na prednéske pontka ndhodne sa ziducim 57 t¢astnikom takuto stdvku: "Ak ste
sa vSetci narodili v r6zne dni roka, vyplatim kazdému z Vis 100 euro . Ak to nie je pravda, tj. ak ¢o len
dvaja méte narodeniny v ten isty derl, dostanem od kazdého z Vis 1 euro .". Vypoditajme pravdepodobnost
profesorovej vyhry (pre jednoduchost predpokladajme, ze vietci G¢astnici sa narodili v roku, ktory nie je

priestupny).

Pocet moznosti, kolkymi mozno vybrat n dni roka (predstavme si, ze n-krdt po sebe si v kalendari ndhodne
vyberieme jeden den, pricom jednotlivé vybery st na sebe nezdvisl¢) je 365".

Urcenie po¢tu moznosti ako vybrat n dni roka tak, aby boli kazdé dva r6zne, mozno realizovat postupnym
vyberom z urny, do ktorej sme vlozili ¢isla od 1 do 365. Prvé ¢islo vyberdme z 365 moznosti, druhé
nezévisle na prvom uz len z 364 moznosti, atd. takze moznosti ako vybrat n dni roka, pricom kazdé 2 dni
su rozne, je :

365-364-363-...=365-(365—1)-(365—2)-...-(365—(n—1)).
Pravdepodobnost, ze pan profesor prehra, tj. ze kazdy dvaja Gcastnici sa narodili v rézne dni preto je:

b (oo oy 363:364:363-..-(365— (n—1)) _ 365!
 (prehry) = 365" ~ (365 —n)!-365""

ravdepodobnost vyhry profesora spo¢itame jednoducho: B, (vyhry) = 1 — P, (prehry). Pren = 57 médme

365!
Ps7 (vihry) = 1 — Ps; (prehry) = 1 — —0.99012 = 99%.
s7 (vyhey) 57 (prebry) (365 —57)1-3655 9%

Kombinacéné ¢isla

V tejto casti uvedieme definiciu kombinaéného ¢isla a niekolko vztahov pre jeho vypocet, ako aj definiciu
zoveobecneného kombinaéného &sla.

Definicia 1.5.1 Kombina¢né &slo (n nad k) rozumieme symbol <n

k
(0)=omrm

Priamo z definicie je lahké odvodit vztahy pre pocitanie s kombinaénym ¢islami:

- ()= ()

n
2. =n,

) , ktory je definovany vztahom

3.

* <Z> ! <kil> - <ZE>

V dnesnej dobe je vicsina kalkuladiek vybavend funkciou na vypocet kombina¢nych &isel, ale v minulosti
sa pre ich vypocet pouzivali rézne pomécky ako bol aj tzv. Pascalov trojuholnik’. Ide o trojuholnikovd

1
0
g =1, odkial dostdvame dalsie dva vztahy ) =1 a =1,
n

' Blaise Pascal, (*19. 6. 1623 — T19. 8.,1662) bol franctizsky matematik, fyzik a ndbozensky filozof.
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schému, kde v kazdom riadku je o jeden ¢len viac ako v predchddzajicom a zdroven je sucet dvoch susednych
¢isel rovny ¢islu pod nimi, pricom v hornom vrchole trojuholnika je jednotka. Schéma vyzerd nasledovne:

1 0.

1 1 1.

1 2 1 2.

1 3 3 1 3.

1 4 6 4 1 4.

1 5 10 10 5 1 5.

1 6 15 20 15 6 1 6.

1 7 21 35 35 21 7 1 7.
0 1 2 3 4. 5 6 7

7 ,
Ak si vezmeme ako priklad kombinaéné &islo < 5 ) podla prvého vztahu vieme, Ze bude urcite rovné

7
kombinaénému ¢&islu (5 a tiez, Ze bude rovné

7 7! 7! 7
(2) 51.20 21.5! (5)

Toto dislo sa nachddza v Pascalovom trojuholniku préve v siedmom riadku v druhom resp. piatom stlpci.

n
Pascalov trojuholnik teda mézeme definovat ako schému, ktort tvoria kombinaéné ¢isla ( k) pren =

0,1,2,...20 <k <n, 1.

() ()0

Teraz sa budeme zaoberat tzv. zovseobecnenym kombinacnym cislom. Vieme, ze plati

¢o mdzeme dalej vyjadrit aj ako

n-(n—1)-...-(n—k+1)-(n—k)!'  n-(n—1)-...-(n—k+1)
(n—k)! k! o k!

_n-(n—1)-...-(n—[k—1])
N k! ’
kden >0a0 < k < n st celé &sla.
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Zovseobecnenim definujeme kombina¢né &islo pre vietky redlne ¢isla r a &isla k > 0, nasledovne

<r> r-(r—=1)-...-(r—[k—1])

k)~ k! ’

(-

Upozornime este, Ze v Citateli predchddzajiceho zlomku je k ¢initelov.

. 3.6
n Priklad 1.6 Vypocitajme ( 5 >

= —0.03.

3.6\ 3.6:2.6-1.6-0.6-(—0.4)
5 ) 5!

Kombindcie bez opakovania

Definicia 1.6.1 Kombindcie k-tej triedy z n prvkov bez opakovania nazyvame lubovolné k-prvkové
podmnoziny z n-prvkovej mnoziny, pricom sa ziadny prvok neopakuje, tj. z n prvkov vyberieme k
prvkov, nezalezi na poradi, prvky sa neopakuju.

Oznacenie kombindcie k-tej triedy z n prvkov bez opakovania je Cy(n) a vypocitame ich ako kombi-
nacné ¢islo n nad k. Plati teda

» Priklad 1.7 Kolkymi sposobmi je mozné vytvorit trojclennt delegdciu z desiatich ludi?

10 10!
C3(10) = ( ) = =120

3

Kombindcie s opakovanim

Definicia 1.7.1 Kombindcie k-tej triedy z n prvkov s opakovanim nazyvame skupiny k prvkovz n
prvkov, 4. z n prvkov vyberieme k prvkov, nezéilezi na poradi, prvky sa mézu opakovat.
Oznacenie kombindcie k-tej triedy z n prvkov s opakovanim je C;.(n) a vypo&itame ich ako

Cl(n) = <n+l;—1>‘

n Priklad 1.8 V trafike maj 9 druhov pohladnic. Kolkymi roznymi spdsobmi si mdze ndhodnd do-
chodkyna vybrat 14 kusova sadu pohladnic (asi zohladriuje aj estetické aj cenové hladisko)?

O+14—-1 22
" (9) = = =1319770.
4(9) ( - ) (14)

m Priklad 1.9 Kolko r6znych vysledkov mdzeme dostat pri sti¢asnom hode piatimi hracimi kockami?
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St to pitice z Sest prvkov, tj. k = 5an =6,

ao (") ==

p ) Radi by sme upozornili na niekolko pomerne délezitych faktov. V prive konciacej kapitole sme
pouzivali vyrazy, krorych zmysel bol kazdému dost zrejmy. Ale pre istotu sme si dovolili upozornit
na ne este raz. Ide o vyrazy ako usporiadand k-tica, mnozina (resp. podmnozina) a skupina prvkov.

Pojem usporiadand k-tica si najlepsie predstavime ako vektor, kde ma kazdy prvok presné miesto v

poradi.
napr.: (a;b;¢) # (bya;c) # (c;a;b).

Naproti tomu pri mnozine (resp. podmnozine) ndm nezélezi na poradi v akom su prvky tejto
mnoziny usporiadané, podstatny je fak, ¢ sd alebo nie st prvkami mnoziny (resp. podmnoziny).

napr..{a;b;c} = {b;a;c} = {c;a;b} # {a;b}.

No a ak hovorime o skupine prvkov, midme na mysli uréity subor prvkov, kde sa mézu jednotlivé

prvky vyskytovat aj viackrdt.

napr.: {(a;a;a;b;b;c) = (b;b;c;a;asa) # {a;c;a;b}.



2.1

Teéria pravdepodobnosti predstavuje akysi zdklad pre Statistiku. Je jej nedelitelnou stcastou. Pre hlbsie
pochopenie Statistiky je potrebné mat znalosti minimélne na drovni tejto kapitoly. Te6ria pravdepodob-
nosti popisuje nahodné javy a pravdepodobnost ich nastania. Statistika konkrétne modeluje empirické
javy, pri¢om Statistické met6dy, popisujuce tieto javy, maju zdklad prave v teérii pravdepodobnosti.

Ndhodny jav
Definicia 2.1.1 Nzhodny pokus (dej) je pokus, ktorého vysledok nie je jednozna¢ne uréeny pod-
mienkami, pri ktorych sa uskuto¢nuje. Mdme tym na mysli pokusy (aj ked sa lepsie hodi vyraz dej),
ktorych vysledok vopred nemozno uréit.

Napr.: hod mincou alebo hracou kockou, pocet obeti po stredne silnom zemetraseni v Cine, atd..

Definicia 2.1.2 Nihodny jav je pravdivé tvrdenie o vysledku ndhodného pokusu. Inak povedané
vysledok pokusu.

Napr.: "Pri hode mincou padne symbol znak”,
"Pri hode hracou kockou padne ¢islo pit’,
"Pri stredne silnom zemetraseni v Cine zomrie 3624 0s6b”

Néhodné javy budeme oznacovat velkymi pismenami, napr.
javA:  "Spartak Trnava ziska ligovy titul.".

Z nasho pohladu budu zaujimavé také pokusy, pri ktorych bude sledovany jav, pri vi¢som pocte pokusov
vykazovat urditd stabilitu. Cov praxi znamend, Ze relativna pocetnost nastania ndhodného javu A ma pri
vi¢Som pocte pokusov tendenciu byt konstantnd. Kde relativna pocetnost je vyjadrend ako pomer poctu
nastania javu A ku poctu vietkych pokusov.

Teda ni¢ iné ako

n
4 ~ konst,, pren> 1,
n
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kde n4 udéva kolkokrét nastal jav A a n uddva kolkokrat bol vykonany pokus.

Tato konstantu budeme nazyvat pravdepodobnoston ndbodnébo javu A. (Pre priklad uvedeny vyssie sa
tito pravdepodobnost bude rovnat pravdepodobnosti istého javu, ako si neskdr povieme.)

Pre ndzornost uvazujme o hracej kocke so $iestimi stenami a ndhodnom jave A, Ze "Pri hode hracou kockou
) ) )
padne dislo pit”.
Ak by sme zacali hracou kockou hddzat a vysledky by sme si zapisovali, po dostatoé¢nom poéte hodov b
Y vy y by p p % y
sme si v§imli, Ze pocet padnutia ¢isla pit a pocet hodenia kockou st v pomere priblizne 1 ku 6. Tento
vysledok, by asi nikoho neprekvapil, nakolko asi kazdy aj ocakava, Ze pravdepodobnost, ze "Pri hode

1
hracou kockou padne ¢islo pit” je G =0.16667 = 16.7%.

Na tomto mieste by sme chceli upozornit ¢itatela, aby vo zvysenej miere venoval pozornost ndzvosloviu
teérie pravdepodobnosti, ktoré ako sa po rokoch javi, m4 tiez tendenciu zavddzat, a teda je dost pravde-
podobné, Ze sa Citatel v problematike prestane orientovat, len z dévodu nejasnosti, nejednotnosti a
neprehladnosti oznacenia.

Algebraické operdcie a reldcie s javmi
Nech A, B st ndhodné javy.
I. Reldcia rovnosti A=B
Nastdva ak jav A je sucastou javu B a sticasne jav B je stcastou javu A.
Napr.:javA:  "Prihode hracou kockou padne dislo Sest.”
jav B:  "Pri hode hracou kockou padne pérne ¢islo delitelné tromi.”
II. Opericia zjednotenia AUB
Je ndhodny jav, ktory nastane prave vtedy, ak nastane jav A alebo jav B, tj. nastane aspon jeden z javov A

alebo B.
Napr.:javA:  "Prihode hracou kockou padne ¢islo Sest.”
javB:  "Prihode hracou kockou padne ¢islo pit.”
javAUB:  "Prihode hracou kockou padne ¢islo pit alebo ¢islo Sest.”

III. Opericia prieniku ANB
Je ndhodny jav, ktory nastane préve vtedy, ak nastane jav A a si¢asne nastane jav B, tj. nastanu sti¢asne

oba javy.
Napr.:javA:  "Pri hode hracou kockou padne dislo Sest.”
jav B:  "Prihode hracou kockou padne ¢islo pit.”
javANB : "Pri hode hracou kockou padne ¢islo pit a sicasne Eislo Sest.”

IV. Opacny jav A
Opacny ndhodny jav ku ndhodnému javu A nastane vtedy, ak nenastane jav A.

Napr.:javA :  "Prihode hracou kockou padne ¢islo Sest.”
javA : "Prihode hracou kockou nepadne &islo Sest, tj. padne jedno z ¢isel jedna, dva, tri, $tyri
alebo pit."

V. Istyjav Q
Isty jav je ndhodny jav, ktory nastane vzdy.
jav Q:  "Pri hode hracou kockou padne jedno z ¢isel jedna, dva, tri, $tyri, pit alebo Sest.”
Mohlo by sa este eventuilne stat, Ze nim kocka spadne na hranu ale tento pripad vylucujeme.
Zrejme plati A UA=Q.
VI. Nemozny jav 1%}
Nemozny jav je ndhodny jav, ktory nenastane nikdy.
Napr.:jav @ "Pri hode hracou kockou, kocka nespadne”
Nemozny jav je opaény jav ku istému javu Q = @.
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R Ak ndhodné javy AN B = @, tj. ak tieto dva javy nikdy nenastant stcasne, potom takéto javy
nazyvame disjunkiné (nezlucitelné) nabodné javy.
Napr.:jav @  Sucasné padnutie &isiel dva a tri pri hode jednou hracou kockou.

R Javy mdzeme aj porovnavat, ak A C B, potom hovorime, ze jav A je podjavom javu B.
Napr.:javA  "Pri hode hracou kockou padne &fslo Sest.”
jav B "Pri hode hracou kockou padne pédrne éislo.”

2.2 Klasicka definicia pravdepodobnosti

) . . . ; v , A n . , ,
Pravdepodobnost by mala mat podobné vlastnosti ako relativna pocetnost —, nakolko ju ma modelovat.
Pre dalsie pochopenie je potrebné zaviest nickolko pojmov, ktoré sa budeme snazit vysvetlit, ¢o najempir-
ickejsie.

Jav, ktory nie je mozné dalej rozlozit na podrobnejsie nazyvame elementdrny jav, napr. pri hode hracou
kockou moézeme jav padnutia parneho &isla rozlozit na tri elementérne javy, a to: jav padnutia ¢isla dva, jav
padnutia ¢fsla $tyri a jav padnutia ¢fsla Sest, ktoré uz dalej rozlozZit nemézeme, teda st to elementarne javy.

Definicia 2.2.1 Systém mnozin & nazyvame algebrou, ak plati:
1. VA,Bc aplat,zajAUB € a,
2. VA,B € avplati, zeasjANB €
3. VA € aplati, ze aj A € &
4. Qeaq,
5. Je .

Definicia 2.2.2 Reédlnu funkciu P(A) definovant na algebre o podmnozin mnoziny Q budeme
nazyvat pravdepodobnoston, ak bude platit nasledovné:

. VAca=P(A) >0,

2. VA,B € a, také, ze plati AN B = 0 (4. disjunkené) = P(AUB) = P(A) + P(B),

3. P(Q) =1,

4. P(@)=0.

p Ak predpokladdme, ze mnozina elementirnych javov Q je koneénd, a ziroven kazdy elementdrny
jav md navyse rovnakd pravdepodobnost, dostdvame $pecidlny pripad, tzv. klasicks definiciu pravde-

podobnosti.

Definicia 2.2.3 Nech Q je kone¢nd mnozina, a nech o je algebra podmnozin mnoZiny elemen-
tirnych javov Q.

Potom pravdepodobnoston P(A) mnoziny A rozumieme pomer
Al

P(A) = Tar’
Q|

kde symbol |A| znamend pocet prvkov mnoziny A a symbol | Q| znamend pocet prvkov mnoziny Q.

p) Symbol |A| méZeme interpretovat aj ako pocet priaznivych vysledkov, 4. takych vysledkov pri
ktorych jav A nastdva. Symbol | Q| predstavuje zasa pocet vietkych moznych vysledkov pri ndhod-
nom pokuse
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p) Trojicu (Q,a, P) budeme nazyvat pravdepodobnostny priestor (klasicky).

m Priklad 2.1 Hodime hracou kockou. Vypocitajte akd je pravdepodobnost, Ze padne &islo vidsie ako 2.
|A| =4, pretoze A = {3,4,5,6}.
|Q| =6, pretoze Q@ = {1,2,3,4,5,6}.

Al 4 .
(A) 9 "6 0.67 = 67%

m Priklad 2.2 Hodime st¢asne troma hracimi kockami. Vypoditajme akd je pravdepodobnost, Ze padnt
tri rovnaké ¢isla.

A| = 6.
ntk—1 6+3—1
Q| =C;(6) = = = 56.
al=co = (") = (37
Al 6 3 .
P(A) =2l = 2 = = 20.107 = 10.7%.
() Q] ~ 56 28 ’

n Priklad 2.3 V $katuli je 20 vyrobkov, z toho 7 je nepodarkov. Ndhodne vyberieme 5 vyrobkov. Vy-
pocitame, akd je pravdepodobnost, Ze prive 2 medzi vybranymi vyrobkami budd nepodarky.

A] = C2(7) - C3(13) = <;> : <133> = 21286 = 6006.

A - medzi vybranymi budti dva nepodarky (g. C2(7) =

(2)

2
Q| = C5(20) = <50> = 15504.

5 ) azvys$né tri budud v poriadku (4. C3(13) =

Q - vyber 5z 20, pricom na poradi nezalezi.

IA] 6006 1001 .
PA) =20 = 22 = " 20387 =38.7%.
() Q| ~ 15504 2584 0

Kolmogorova definicia pravdepodobnosti

Tadeds Nikolajevi¢ Kolmogorov' v tridsiatich rokoch minulého storocia svojou definiciou pravdepodob-
nosti polozil ziklady modernej tedrie pravdepodobnosti, na ktorych stoji v podstate dodnes. Pravde-
podobnost pokladd za objektivnu vlastnost ndhodného javu, bez ohladu na to ¢ ju sme schopny zmerat,
tdto vlastnost je vyjadrend ¢islom. Zvykom je oznacovat pravdepodobnost ndhodného javu ako P(A).
Vypocet pravdepodobnosti sa zaklad4 na troch zdkladnych axiémach, preto sa niekedy tito definicia
nazyva aj axiomatickd definicia pravdepodobnosti.

Zékladnou myslienkou je, Ze mnozina elementérnych javov Q je nekonecnd a tiez ze jednotlivé elementdrne
Jjavy nemajii rovnaki pravdepodobnost. V désledku toho je potrebné vykonat limitné vahy o nekoneénej
postupnosti nihodnych javov. Vzhladom na tieto skuto¢nosti rozsirime definiciu algebry na tzv. o-algebru.

"Tadeds Nikolajevi¢ Kolmogorov (*25. 4., 1903 — T20. 10. 1987) sovietsky matematik, zakladatel modernej teorie pravde-
podobnosti a teorie zloZitosti algoritmov. Pracoval tieZ v oblastiach topolégie, logiky, Fourierovych radov, turbulencie a klasickej
mechaniky.
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Definicia 2.3.1 Nech Q je [ubovolnd neprizdna mnozina a & nech je neprizdny systém podmnozin
mnoziny Q.
Potom systém & nazveme O-algebrou ak plati:

LVAca=Aca.

2. VA€o, kdei=1,2,...= JA, € a.
i=1

=

R Nihodnym javom budeme rozumiet kazdd mnozinu & zo -algebry.

Definicia 2.3.2 (Kolmogorovova definicia pravdepodobnosti - I.)
Nech Q je neprézdna mnozina a & nech je 6-algebra ndhodnych javov (podmnozin mnoziny ) defi-
novanych na mnozine Q.
Potom pravdepodobnostou P(A) javu A € & je redlna funkcia definovand na ¢, ktord pre vietky
disjunkené javy (4. VA;,A; € a; kded, j = 1,2,3,... s6A;NAj = &, pre i # j) spliia nasledovné:
. P(Q)=1.
2 PA)>0  VAjeaq,j=12,...,

5. P <DIA,-> - 'gP(Ai).

Alebo inak.

Definicia 2.3.3 (Kolmogorovova definicia pravdepodobnosti - I1.)
Mnozinu vietkych ndhodnych javov (vysledkov) urcitého pokusu A1, As, ..., A, spolu s nemoznym
javom & oznacme Q.
Pravdepodobnostou P(A) ndhodného javu nazyvame redlnu funkciu definovani na Q a vyhovujiacu
axiémam pravdepodobnosti:

. P(A)>0 VA, €eQ,j=12,....m,

2. P(Q) =1,
3. P(AJUAU...UAg,...) =P(A))+P(A2)+...+P(Ak),. .. pre [ubovolnu (kone¢nt
alebo nekone¢ni) postupnost navzdjom disjunktnych ndhodnych javov A1,As, ... A, .. ..

Na zéklade tychto axiém je jasné, ze pravdepodobnost ma dalsie vlastnosti:

R Pravdepodobnost moze nadobudat hodnoty od nula po jedna vritane, tj. 0 < P(A) < 1.

p) Nemozny jav @ méd nulovi pravdepodobnost, tj. P(2) = 0.

p ) Pravdepodobnost opacného javu je rovnd doplnku pévodného javu ku jednej, tj. P ( _) =1-
P(A).

R Ak je jav A stcastou javu B (tj. A je podjavom javu B, A C B), potom je pravdepodobnost javu A
menSia nanajvys rovnd pravdepodobnostijavu B, . P(A) < P(B).

R Akjejav A sicastoujavu B (4. A je podjavom javu B, A C B), potom je pravdepodobnost rozdielu
javov B — A rovnd rozdielu pravdepodobnosti oboch javov, tj. P(B—A) = P(B) — P(A).
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2.4 Pravdepodobnost zjednotenia ndhodnych javov

Pre pravdepodobnost zjednotenia dvoch nidhodnych javov plati
P(AUB) = P(A)+P(B) —P(ANB),

ak by sme uvazovali n ndhodnych javov, potom by vzorec pre ich zjednotenie mal tvar

n n

n n
P UA, = ZP(AZ)— Z P(A,'1 ﬂA,’z)—F Z P(Ail NA;, ﬂAi3)—}—...
i=1 i=1 1<ii<iza<n 1<i|<iz<iz<n

A (=D)L PAINAN.. . NA,).

p ) Predosly vztah sa na prvy pohlad zdd nepochopitelny, avsak pre konkrétne hodnoty n (najviac
pouzivanymi st hodnoty 2, 3 alebo 4) sa stane znaéne pochopitelnejsi

i)

P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)
) +P(ANBNC),
g P(AUBUCUD) = P(A)+P(B)+P(C)+P(D)

—P(ANB)—P(ANC)—P(AND)—P(BNC)—P(BND)—P(CND)
+P(ANBNC)+P(ANBND)+P(ANCND)+P(BNCND)
—P(ANBNCND).

Désledok 2.4.1 Jasnym vytstenim je vztah pre zjednotenie disjunktnych javov, tj. ak A; NA; = @
pre i # j, potom plati

P <UA,-> = i‘{P(A,-).
i=1 1=

Obr. 2.4.1: Pravdepodobnost zjednotenia dvoch ndahodnych javov

m Priklad 2.4 V zisielke je 20 ¢inskych mlie¢nych vyrobkov, z ktorych 4 obsahujt melamin. Ndhodne
vyberieme 7 ¢inskych jogurtov. Vypocitajme pravdepodobnost, Ze medzi vybranymi kyslomlie¢nymi
vyrobkami je aspon 5 bez obsahu melaminu.

A: "Medzi vybranymi vyrobkami je aspon 5 bez obsahu melaminu.”
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Obr. 2.4.2: Pravdepodobnost zjednotenia troch ndbodnjch javov

Ay "Medzi vybranymije prive 5 bez obsahu melaminu.”

Ay "Medzi vybranymije prive 6 bez obsahu melaminu.”

Az "Medzi vybranymije prive 7 bez obsahu melaminu.”
A=A UA;UA;3,

P(A) (A] UAzUAO, A] +P(A2)+P(A3)

4

A1) 2
P(A = 0 - 033s;
(A1) = Q ~ 1615 ’

(7

P(As) = 42| _ <>
e (

)

G

0

4845

< 4>
A
P(A3) = | 3’ 0 ——0.148;

el 0

)
)4
(1) 2002 0413
)
<
|

546 2002 143 871
= 1615 4845 1969 969 - 0-899 =90%

m Priklad 2.5 V uZ nepouzivanom hokejovom $tadiéne metropoly vychodu bolo mozné rozmiestnit
maximdlne tri televizne kamery, v pripade priameho televizneho prenosu z hokejového stretnutia. Tieto
snimali nezdvisle od seba. Pre prvi (centrilnu) kameru je pravdepodobnost, Ze bude snimat v danom
okamihu 60%, pre druht a tretiu (pokryvajuce tretinu domdcich resp. hosti) je tito pravdepodobnost
rovnakd, rovnd 80%. Vypocitajme pravdepodobnost, Ze bude snimat v danom okamihu dianie na ladovej

ploche aspon jedna z kamier.

A:  "Bude snimat aspon jedna z kamier."
A1 :  "Budesnimat 1. kamera."
Ay "Budesnimat 2. kamera."

Az :  "Budesnimat 3. kamera."
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A=A1UA,UA3,

P(A) :P(A1 UA, UA3) = P(Al) +P(A2) +P(A3)
—P(Al ﬁAz) —P(Al ﬂA3) —P(A2 ﬂA3) —I—P(Al NAy ﬂA3) =...

P(A)) =06, P(A)=08,  P(A3),=0.8,
P(A1 ﬂAz) = P(Al) -P(Az) =0.6-0.8=0.48,
P(A] ﬂA3) = P(A]) ~P(A3) =0.6-0.8 =0.48,
P(A2 ﬂA3) = P(Az) -P(A3) =0.8-0.8 =0.64,
P(A1 NA; ﬂA3) =0.6-0.8-0.8=0.384.

sd nez4vislé!!!>

...=06+08+0.8—-0.48—-0.48—0.64+0.384 =0.984 =98.4%

.
2.5 Pravdepodobnost opa¢ného javu
Veta 2.5.1 Pre pravdepodobnost opa¢ného javu A ku javu A platf
P(A)=1-P(A).
Dékaz. Zrejme plati
Q = AUA,
P(Q) = P(AUA).
Navzdjom opacné javy st disjunktné, a teda
1 = P(A)+P(A),
P(A) = 1-P(A).
u

_

Obr. 2.5.1: Pravdepodobnost opacného javu

*To, ze st javy nezdvislé nim zarucuje, Ze na vypocet prieniku pravdepodobnosti pouzivame hore uvedeny vztah. Pre
podrobnejsie vysvetlenie vid kapitolu o pravdepodobnosti prieniku ndhodnych premennych resp. nezvislosti nshodnych javov.
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n Priklad 2.6 Zo sady 32 kariet vytiahneme 4 karty.
Vypocitajme akd je pravdepodobnost, Ze medzi vytiahnutymi kartami bude aspon jedno eso (j.1 az 4).

A:  "Medzi vytiahnutymi kartami bude aspon jedno eso.”
A:  "Medz vytiahnutymi kartami nebude ani jedno eso."

p() — A <248) = 0.569,

P(A)=1—P(A) =1-0.569 = 0.431 = 43.1%.

]
m Priklad 2.7 Hodime sta¢asne dvoma hracimi kockami.
Vypoditajte pravdepodobnost, Ze nepadne sticet 12. [97.2%] ]
m Priklad 2.8 V osudi st 2 biele, 3 ¢ierne a S modrych Zeténov. Ndhodne vyberieme 3 Zetdny.
Vypocitajte pravdepodobnost, ze medzi nimi st aspon 2 Zetdny rovnakej farby. [75%] .

Podmienend pravdepodobnost’

Ak nie st na vyskyt javu A kladené Ziadne podmienky, pravdepodobnost P(A) vyskytu javu A nazyvame
nepodmienend pravdepodobnost.

Casto je viak vyskyt javu podmieneny vyskytom iného javu, tj. jav A sa moze vyskytnit iba vtedy ak sa
vyskytne jav B, ktorého pravdepodobnost je P(B) > 0. V takomto pripade hovorime o podmienene;
pravdepodobnosti. Pojem podmienenej pravdepodobnosti P (A | B) dvoch javov definuje nasledovny vztah

P(ANB
P(A|B)= g
P(B)
m Priklad 2.9 Hodime stcasne dvoma hracimi kockami.
Vypocitajte pravdepodobnost, Ze padne sticet nanajvys rovny 5, ak na prvej kocke padne ¢islica 2.

A :..."Na prvej kocke padne ¢islica 2."

B : .. ."Padne stcéet nanajvys rovny 5."

Pravdepodobnost, Ze padne na prvej kocke ¢islo 2 je (na druhej kocke moze padnut akékolvek z Siestich
Cisel)

(clrl2[3[4 [5 [6 ]
T [2]3]4]5 |6 |7
2(3/4(5(6 |7 |8
304567 [8 |9
2506[7(8 [9 |10
506/7(8(9 [10]11
67|89 101112
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Pravdepodobnost, ze padne stcet nanajvys rovny 5 je

10

P(A) = 3.

Z celkového poctu vyhovuja vyznacené vysledky

(cfrl2[3[4 [5 [6 ]
12]3/4]5 |6 |7
2(3/4[5(6 |7 |8
314567 [8 |9
2 5]6[7(8 [9 |10
506/7(8(9 [10]11
67|89 101112

Pravdepodobnost prieniku, Ze padne stucet nanajvys rovny 5 a zdroven na prvej kocke padne &islo 2

P(AﬂB):%,

¢o reprezentuju vyznacené vysledky

(+[t]2[3[4 [5 |6 |
1 [2]3]4]5 [6 |7
23]4[5]6 |7 |8
34(5(6[7 [8 |9
45678 |9 |10
506[7]8]9 [10]11
6789101112

Pravdepodobnost, ze padne sticet nanajvys rovny 5, ak na prvej kocke padne dislica 2 je

P(ANB) 2 3

2.7 Pravdepodobnost prieniku ndhodnych javov
Pre pravdepodobnost prieniku ndhodnych javov Ay, As, ..., A, plati

n n—1
P (ﬂA,-) =P(A))-P(Ay|A))-P(A3|ANAY)-...-P (A,, | ﬂA,») :
i=1 i=1

V $pecidlnom pripade pre prienik dvoch javov A a B, tj. pripad ak tieto javy nastant sicasne, plati, ze pravde-
podobnost ich prieniku je rovnd pravdepodobnosti jedného z javov krit podmienenej pravdepodobnosti
druhého javu

P(ANB)=P(A)-P(B|A)=P(B)-P(A|B).
Obdobne by sme mohli definovat pravdepodobnost troch javov

P(Al NAy ﬂAg) = P(Al) -P(A2 |A1) -P(A3 |A1 ﬂAz).



2.7 Pravdepodobnost’ prieniku ndhodnych javov 27

Obr. 2.7.1: Pravdepodobnost prieniku ndhodnjch javov

Javy A a B budeme nazyvat nezdvislé javy ak vyskyt javu A nezdvisi na vyskyte javu B a stcasne vyskyt javu
B nezévisi na vyskyte javu A.

Vzhladom k predoslému je zrejmé, Ze pre nezdvislé javy A a B plati?

P(A[B) = P(A),
P(B|A) = P(B).

Pre prienik nezavislych javov bude zrejme platit nasledovny vztah
P (ﬂA,) =P(A))-P(Ay)-P(A3)-...-P(A,).
i=1

m Priklad 2.10 V osudi st 3 biele, 5 ¢ervenych a 7 modrych guli¢iek. Nahodne vyberieme 4 gulicky za
sebou.

Vypocitajme akd je pravdepodobnost, ze 1. gulicka bude biela, 2. éervend, 3. ¢ervend a 4. modrd.

A:  "l.biela, 2. &ervend, 3. éervend, 4. modrd".
Ay:  "l.Dbiela",

Ay "2.Cervend,

Az "3.C&rvend”,

As:  "4.modri".

A=A1NANA3NA4.
Vyskyt tychto javov je zévisly na vysledku predoslého javu, a preto

P(Al NA, NA3 ﬂA4) :P(Al) -P(Az ‘Al) 'P(A3 ‘Al ﬂAz) -P(A4 ‘A] ﬂAzﬂA3) =...

3Este raz viak zdéraznime, Ze to plati vyluéne v pripade, ak st javy nezévislé.
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3
a0 ) 3o
(A1) Q) /15 55 0%
1
() s
1
P(A2|A1) = 14 _7_0_357’
(1)
()
1
P(A3’A1ﬂA2) = 3 7_0‘214’
() "
()
1 7.
P<A4 ‘Al NAj ﬂA3) = = E = (.583,

7 1,
=S T3 15 = g = 00128 = 1.3%.

m Priklad 2.11 Robotnik obsluhuje tri pristroje, ktoré pracuju nezdvisle. Pravdepodobnost, Ze stroj
nebude potrebovat v priebehu jednej hodiny zdsah sa rovnd pri 1. stroji 90%, pri 2. stroji 80% a pri 3.
stroji 85%.
Vypocitajme aka je pravdepodobnost, Ze pocas jednej hodiny nebude potrebovat robotnikov zdsah ani
jeden stroj.

A:  "Pocasjednej hodiny nebude potrebovat robotnikov zésah ani jeden stroj”
Ay "Pocasjednej hodiny nebude potrebovat robotnikov zdsah 1. stroj”,
Ay "Pocas jednej hodiny nebude potrebovat robotnikov zdsah 2. stroj”,
Az "Pocasjednej hodiny nebude potrebovat robotnikov zdsah 3. stroj”.

Stroje pracuju nezévisle, preto plati
A=A NA;NA3,

P(A)=P(A))-P(Ay)-P(A3) =0.9-0.8-0.85 = 0.61 = 61%.
|

n Priklad 2.12 Midme tri zésielky urcitého vyrobku. Prvé zésielka obsahuje 8 dobrych a 3 vadné vyrobky.
Druhi zisielka obsahuje 10 dobrych a 5 vadnych vyrobkov. Tretie zdsielka obsahuje 7 dobrych a 4 vadné
vyrobky. Z kazdej zdsielky vyberieme (nezavisle na sebe) po jednom vyrobku. Vypoéitajte pravdepodob-
nost, ze vSetky tri vybrané vyrobky st nezidvadné. [30.8%] n

n Priklad 2.13 V osudi sti 3 modré, 4 éervené a 5 bielych guliciek. Ndhodne vyberieme 5 gulitiek po sebe
(vyberime po sebe a nevkladdme naspit, a teda kazdy vyber je zdvisly na predchddzajicom). Vypoditajte
pravdepodobnost, ze 1. gulicka bude biela, 2. biela, 3. ¢ervend, 4. ¢ervend a 5. modra. [0.758%] =
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2.8 Vzorec Uplnej pravdepodobnosti
Najskor definujme pojem tplny systém javov.

Definicia 2.8.1 Uplnj systém javov nazyvame systém javov Hy,Ho, ..., Hy, ktoré st po dvoch dis-
junkené, tj. H;NH; = @ prei # j, asucasne ich zjednotenie tvoriisty jav, tj. H{ UH, U...UH, = Q.

Q

Obr. 2.8.1: Uplny systém javov

Désledok 2.8.1 Pokial javy Hy,Ha,...,H, tvoria uplny systém javov, potom pravdepodobnost
lubovolného javu A ur¢ime pomocou tzv. vzorca iplnej pravdepodobnosti

P(A) = ZP(H,-) -P(A| H;) (Vzorec diplnej pravdepodobnosti)
i=1

alebo tiez
P(A)=P(H,)-P(A|H,)+P(H,)-P(A|Hy)+...+P(H,)-P(A|H,).

Vzorec je jasnym vyustenim definicie Gplnej pravdepodobnosti, kedy lubovolny jav je v Gplnom systéme
javov rozloZeny na disjunktné casti, ktorych, nakolko je systém tplny, zjednotenie nim déva cely jav A.

0
H H,

n

Obr. 2.8.2: Vzorec diplnej pravdepodobnosti

R Vzorectplnej pravdepodobnosti plati aj v pripade, Ze n nahradime nekone¢nom, tj. n — oo.
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R Javy Hi,Ha, ..., H, zvykneme nazyvat hypotézy a plati pre ne
PH))+P(H)+...+P(H,)=1.

Hypotézy st teda navzdjom nezltcitelné (disjunkené) javy, keorych zjednotenim je isty jav Q.

n Priklad 2.14 Do predajne dodévaju tri vyrobné podniky vyrobky rovnakého druhu v zastapeni 2 : 3 :
4. Pravdepodobnost bezchybného vyrobkuje z 1. podniku 82%, z 2. podniku 93% a z 3. podniku 90%.

Vypocitajme akd je pravdepodobnost, Ze kipime bezchybny vyrobok.
A:  "Kdapime bezchybny vyrobok."
H;: "Vyrobokje z i-tého podniku."
P(A) = P(H\)-P(A[H\)+P(H)-P(A|Hy)+P(Hs)-P(A|H3) =

2 4
= 3 -0.82+ g -0.93 + 9 0.9 =0.892 =89.2%

n
m Priklad 2.15 Dve zésielky obsahuja vyrobky. Prvé zésielka obsahuje 18 dobrych a 3 chybné. Druha
zdsielka obsahuje 9 dobrych a 1 chybny. Z druhej zésielky vyberieme 1 vyrobok a ddéme ho do prvej.
Potom ndhodne vyberieme jeden vyrobok z prvej zasielky.

Vypocitajme pravdepodobnost, Ze je tento dobry.

A:  "Vyrobokje dobry."
Hy:  "Vyrobok je z druhej zésielky je chybny.”
H,: "Vyrobok je z druhej zasielky je dobry."

1 1 1
8_‘_2_79:85'9%

P(A) = P(Hn) - P(A | Hi)+P(Ho) - P(A | o) = {6 oo+ 15 5

m Priklad 2.16 Do osudia s troma guli¢kami sa vlozi jedna biela gulicka. Predpokladajme, ze akykolvek
pocet bielych gulic¢iek v osudi je pravdepodobny. Potom z osudia vytiahneme jednu gulicku.
Vypoditajme pravdepodobnost, Ze je biela.

A:  "Vybrani gulicka je biela.”

Hy: "V poévodnom osudi su vietky tri gulicky biele.”

H,: "V pdévodnom osudi su dve gulicky biele.”

H;y: "V pbévodnom osudi je jedna gulicka biele.”

Hy: "V pévodnom osudi nie je ziadna gulicka biela."

P(A) = P(H))-P(A|H\)+P(Hy)-P(A|H,)

+P(H3)-P(A|H3)+P(Hs)-P(A| Hy)
1 1 3 1 11 5

2
= Uttt g = 0625 =625%

Ny

m Priklad 2.17 'Tri zévody vyrdbajt ziarovky. Prvy z nich kryje 60% vSetkej spotreby kraja, druhy kryje
25% a treti 15%. Z kazdych 100 Ziaroviek 1. zdvodu je 92 $tandardnych, z 2. zévodu 78 a z 3. zdvodu je
ich iba 63 Standardnych.

Vypoditajte pravdepodobnost, Ze ziarovka kiipend v tomto kraji je Standardnd. [84.1%] ]

m Priklad 2.18 Dve zésielky obsahuja vyrobky. Prvé zésielka obsahuje 18 dobrych a 3 chybné. Druha
zasielka obsahuje 9 dobrych a 1 chybny. Z druhej zésielky vyberieme 2 vyrobky a dime ho do prvej.
Potom ndhodne vyberieme jeden vyrobok z prvej zasielky.

Vypoditajte pravdepodobnost, Ze je tento dobry. [86.1%] ]
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Bayesov vzorec

Nechjavy Hy,H, . .., H, tvoria Gplny systém javov. Pokial je vysledkom ndhodného pokusu jav A, potom
podmienent pravdepodobnost javu H; vzhladom k javu A vypocitame pouzitim Bayesovho vzorca

P(H;)-P(A|H;)  P(H;)-P(A|H,)

P(H;|A)= P(A) =

¥ P(H)-P(A|H)

R A jeznimy jav, krory nastiva pri ndhodnom pokuse. Bayesov vzorec hovori o pravdepodobnosti
hypotézy za podmienky, Ze nastane jav A.

R Bayesov vzorec plati aj v pripade, Ze n nahradime nekone¢nom, tj. n — oo.

m Priklad 2.19 Poistovnia klasifikuje vodicov do troch kategérii, a to na A - dobry, A; - stredne dobry
a Az - zly. Podla skisenosti vedia, Ze skupina Ay tvori priblizne 20% poistenych, skupina A, 30% a
najpocetnejSou je skupina A3 s 50%-nym zastipenim. Pravdepodobnost, Ze vodi¢ zo skupiny A bude
mat nehodu je 0.01, pre vodica zo skupiny A; je tito moznost 0.03, no a pre vodica poslednej kategérie
toje0.1.

Poistovacia spoloc¢nost poisti pina Z, nésledne m4 pan Z nehodu, aké je pravdepodobnost, Ze pin Z patri
do kategdrie A3?

A: "M4 nehodu.”

Ap:  "PatridoA;." = P(A;) =0.2,
Ay:  "Patrido Ay." — P(A;) =0.3,
Ajz: "Patri do Az." = P (A3) =0.5.

A3z |A:  "Patrido Az amd nehodu.”

PAs|4) = P(A3)-P(A|As) 0.5-0.1
: B P(A) ~0.2-0.01+0.3-0.03+0.5-0.1
= 0.82=82%

» Priklad 2.20 Zivod vyrdba urcité studiastky, ktorych kvalitu kontroluju dvaja kontroléri. Pravde-
podobnost, Ze stdiastka bude kontrolovani prvym kvalitdirom je 0.7, Ze druhym 0.3. Pravdepodobnost,
ze suciastku prvy kvalitdr uzna za vyhovujicu je 0.92, pri druhom je tito pravdepodobnost 0.98. Pri
vystupnej previerke sa zistilo, Ze je stdiastka vyhovujica.

Vypocitajte pravdepodobnost, ze ju kontroloval prvy kontrolér. [68.6%] .

m Priklad 2.21 Skor ako choroba Z prepukne jej existenciu je mozné zistit biologickym testom, ktorého
vysledok vsak nie je uplne jednoznaény. Pri chorej osobe je pravdepodobnost jej pozitivneho vysledku
testu 0.999, naopak pri zdravej osobe sa pozitivny test objavi s pravdepodobnostou 0.01. Test teda
ochorenie nemusf zistit. Predpokladime, ze choroba postihuje priblizne 10% populicie.

Osoba XY md porzitivny vysledok testu.

Vypocitajte pravdepodobnost, ze méd skutoéne chorobu Z. 91.7%] .
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2.10 Bernoulliho vzorec

Bernoulliho* vzorec (schéma) sa pouziva na vypocet pravdepodobnosti pri opakovanom pokuse.

Veta 2.10.1 Nech pravdepodobnost realizicie javu A je v kazdom jednotlivom pokuse je td istd a
rovnd p.

Potom pravdepodobnost k-ndsobného vyskytu javu A v n nezdvislych pokusoch je dand Bernoulliho
vzorcom

n

P = (7)o 0-pr,

alebo, ak polozime g = 1 — p (g je pravdepodobnost opa¢ného javu), potom

Py(k) = (Z) gt

F

—~
9]

N—
I

5 1 2 1_1 5—2_ 5 1 2 § 3

2 6 6 S \2 6 6
5 1 125 625 .

— <2>.36.216_3888_0.160_16%.

m Priklad 2.23 Podnik vyrdba 70% produkcie L. triedy kvality.
Ur¢ime pravdepodobnost, Ze v sérii 100 vyrobkov pocet vyrobkov prvotriednej kvality je od 60 do 62.

100
Pioo(60) + Pioo(61) + Pioo(62) = (w)wmmnsm

100 61 39 100 62 38
+(61>0.7 0.37 + 62 0.7°%-0.3

= 0.008540.01304-0.0191 = 0.0406 = 4.1%.

n Priklad 2.24 Dvaja rovnocenni stperi hrajt $ach, pricom remizu ako vysledok vylucujeme.
Vypoditajte, ¢ije vidsia pravdepodobnejsie vyhrat 3 partie z 5 partif alebo 4 partie zo 7 partii.
[31.25% > 27.344%] .

*Daniel Bernoulli (* 8. 2. 1700 — T 17. 3. 1782) bol $vaj¢iarsky matematik, fyzik a medik. Vyznamne prispel v oblastiach tedrie
diferencidlneho poctu, matematickych radov, Statistiky a pravdepodobnostného poétu a teoretickej mechaniky.



Niekedy je uzitoéné nahodny jav popisat pomocou niektorej jeho ¢iselnej charakeeristiky (napr. rozmeru,

hmotnosti, poctu prvkov, miery, apod.), ktort nazyvame ndhodnd premennd (velicina).

Definicia 3.0.1 Pojmom ndhodnd premennd (velicina) oznaujeme premennd, ktorej hodnota je
uréend vysledkom ndhodného pokusu. Opakovanim pokusu dochddza vplyvom nihodnych dejov
ku zmendm ndhodnej premennej (veliciny) a jej hodnotu nemozno pred prevedenim pokusu urdit,
a preto je ndhodnd premennd (veli¢ina) uréend rozdelenim pravdepodobnosti.

Nihodnt premenni (veli¢ina) budeme oznacovat &' a jej hodnoty malymi arabskymi pismenami napr. x,
¥, Zapod..

p Nickedy je zvykom nihodné veliciny (premenné) oznacovat velkymi pismenami, napr. X, Y, Z
a ich hodnoty prislusnymi malymi pismenami tj. x, y, z. Avak nepozornostou dochddza casto k
zdmene veli¢iny s jej hodnotou (tj. velké pismeno s malym), a preto sa v dalSom budeme pridfzat
oznaenia &1, &, &3 etc..

p) Symbol P (& = x) (resp. P(& < x)) bude znamenat pravdepodobnost s akou ndhodnd velitina &
nadobuda hodnotu x (resp. nadobtida hodnotu mensiu ako x).

3.1 Diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti

Definicia 3.1.1 Hovorime, Ze nihodn4 veli¢ina & m4 diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti, ak
existuje kone¢nd alebo spocitatelnd mnozina redlnych &isel {x1;x2;x3;. ..} takych, Ze plati

ilp(él :xi) =1.

'malé grécke pismeno "ksi"
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R Spocitatelnd mnozina md nanajvys tolko prvkovd mnozina ako mnozina prirodzenych cisel.

p ) Rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej veliciny je dané hodnotamia pravdepodobnostami s ktorymi
tieto hodnoty nadobuda!

m Priklad 3.1 V osudi st 2 biele a 3 éervené gulicky. Ndhodne vyberieme 3 gulicky.
Urc¢ime rozdelenie pravdepodobnosti po¢tu bielych guli¢iek v ndhodnom vybere.

Nihodn4 veli¢ina & predstavuje v tomto pripade pocet bielych gulitiek v ndhodnom vybere, teda pocet
bielych guliciek pri vybere troch guliciek z osudia. Na to aby sme ur¢ili rozdelenie, ako sme uz upozornili,
okrem vsetkych hodnot ndhodnej velidiny (zrejme mdzu nastat tri pripady, a to ze v ndhodnom vybere
budt dve, jedna alebo ziadna biela gulicka) potrebujeme aj pravdepodobnosti s akymi tieto vysledky
pokusu mdzu nastat.

pravdepodobnost, ze ndhodna premennd nadobdda hodnotu x = 0:

P@=m=CD=1

5 10’
3
pravdepodobnost, ze ndhodnd premennd nadobuda hodnotu x = 1:

mézw:<§'6>—6

5 10’
3
pravdepodobnost, ze ndhodna premennd nadobdda hodnotu x = 2:

P@=®=<§'G>—3

S

Ziskané vysledky zapiSeme do tabulky:

X: 0
P(&=x): %

2
3
0

Sloy
L

L}
V predchédzajicom priklade sme sa snazili ¢o najpodrobnejsie vysvetlit, ¢o predstavuje pojem rozdelenie

pravdepodobnosti ndhodnej premennej a ako ho mézeme prezentovat.

Vsimnime si zdroven aj fakt, Ze suma jednotlivych pravdepodobnosti vietkych hodnét ndhodnej premenne;
je rovnd dislu 1, t. je rovnd pravdepodobnosti Gplného systému javov.

3
Y PE=1) = PE=0)+PE=1)+PE=3)

= 1+6+3—1
10 10 10
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3.2 Distribuéna funkcia ndhodnej premennej

Definicia 3.2.1 Nechnihodn4 premenni § je definovand na pravdepodobnostnom priestore (Q, o, P) .
Potom redlnu funkciu

F(x)=P(§ <x), prex € (—ooj00),

nazyvame distribucnd funkcia ndhodnej premennej.

p) Distribu¢ni funkcia ndhodnej premennej je funkcia

i) neklesajuca,

ii) zlava spojitd,

iii) spliia

lim F(x)=0 a  limF(x)=1.
X—>—00 X—oo

m Priklad 3.2 Hodime tri krit mincou. Pre nihodnu premennt &, ktord predstavuje poet padnuti
mince znakovou stranou nahor, ur¢ime rozdelenie pravdepodobnosti a nésledne distribu¢nd funkciu.

Rozdelenie pravdepodobnosti ur¢ime obdobne ako v predoslom priklade pouzitim Bernoulliho vzorca.
Vysledky st zapisané v tabulke, pod ktorou st uvedené jednotlivé vypocty.

X o012 /3
PE=0 11T}

P(E =0) = Py(0) = (f)) P p =

pravdepodobnost padnutia znaku je zrejme p = 0.5 = 1
) (5 (A 2L
T\ \2 2) 8
3 by
re=n = nn=1)() () -

P(E=2) = P2 () (;)2 <)
P(E=3) = B3 () () <)

Distribu¢nt funkciu uréime na intervaloch vymedzenymi hodnotami ndhodnej premennej
prex <0:

F(x)=P(§ <0)=0,

| =

\»— oo\w oo\uo

pre0<x<1:

F)=PE<1)=P(E=0)=<
prel <x<2:

Flx) = P(E<2)=P[(§=0U(G=1)]
1



36 Kapitola 3. Ndhodnd premennd (veli¢ina)

pre2 <x<3:

F(x) = P(E<3)=P[(E=0U(c=1U(E=2)]
= PE=0)+P(E=1)+P(E=2)
1,337

8 8 8 8§
pre3 <x:

F(x) = PE=0U(c=1U(E=2)U(5=3)]
= PE=0)+P(E=1)+P(E=2)+P(c=3)
1 3 3 1

= —+-+-+=-=1.
8 * 8 * 8 * 8
Distribu¢nt funkciu teda mézeme zapisat ako

0, prex <0,

%, pre0 <x <1,
F(x)=14 3, prel <x<2,

%, pre2 <x <3,

1, pre3 < x.

m Priklad 3.3 Prevedieme dva nezdvislé vystrely na urcité sidlo extrémistického hnutia. Pravdepodob-
nost zésahu je pri kazdom pokuse rovnaka a rovnd pravdepodobnosti zisahu ciela izraclskou armddou,
tj. 0.3. Pre ndhodnt premennt &, ktord predstavuje pocet tspesnych zédsahov odvodte

a) rozdelenie pravdepodobnosti,

b) distribu¢nt funkciu a naértnite jej graf. "

Hustota rozdelenia

Tak ako v pripade diskrétneho rozdelenia je rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej premennej & dané
hodnotami, ktoré nadobuida a pravdepodobnostami, s akymi tieto nadobuda, tak v pripade spojitého
rozdelenia je ndhodnd premennd dand tzv. hustotou rozdelenia.

Definicia 3.3.1 Hovorime, Ze ndhodn4 premenna & mé spojité rozdelenie, ak existuje takd nezdpornd
funkcia f(x), pre ktora plati

Fo)=PE<v= [ f0a,

kde F (x) predstavuje distribu¢nt funkciu prislichajucu ndhodnej premennej &.
Funkciu f(x) nazyvame hustota rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej .

Predchidzajici vztah jednoznaéne urcuje hustotu rozdelenia. V pripade, Ze je funkcia hustoty
rozdelenia f(x) vSade spojitd, mdzeme ju definovat aj vztahom

fx)=F'(x).

p) Ak je hustota rozdelenia f(x) viade spojitd funkcia, je aj distribu¢nd funkcia F (x) vSade spojitd
funkcia.
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Jo) |

Obr. 3.3.1: Hustota rozdelenia spojitej ndbodnej premennej &

Fx) |

Obr. 3.3.2: Distribucnd funkcia spojitej nabodnej premennej &

3.3.1 Zdkladné vlastnosti hustoty rozdelenia
b
F(b)~Fla) = [ f(dx,

odkial priamo plynt ddlezité vztahy pre vypocet pravdepodobnosti ndhodnej premennej, ktord mé spojité
rozdelenie

Pla < 5<b):/f(x)dx:F(b)—F(a),

Pla < &<b)= [ fx)dx=F(b)~Fla)

Predoslé vztahy st dosledkom vlastnosti urcitého integralu, a teda pre vypocet urcitého integrilu ndm na
hrani¢nych bodoch nezilezi, a preto je jedno, ¢i vo vztahoch pouzijeme ostrt alebo neostra nerovnost.
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Veta 3.3.1 Aby funkcia f(x) bola hustotou rozdelenia spojitej premennej, musi splitat

/oof(x)dx: 1.

p) Tento vztah je akymsi ekvivalentom vztahu Y. P (&; = x) = 1, pri diskrétnom rozdeleni nihodnej
i=1
premenne;j.

Pri grafickom zndzornent, je teda plocha medzi osou x-ovou a funkciou hustoty rovnd 1.
Pri vypocte pravdepodobnosti, ze ndhodna premennd sa bude nachddzat v intervale napr. (—1;2), by
sme pocitali urcity integral

2

P(-12£<2) = [ fixax,

|
ktorého vysledkom by bol rozdiel hodnét distribu¢nej funkcie, tj.

2

P(-12£<2) = [ fdx=F (@)~ F(-1).

-1

m Priklad 3.4 Urc¢ime konstantu c tak, aby funkcia f(x) bola hustotou rozdelenia néhodnej premennej
&, nésledne vypoditajme pravdepodobnost, ze ndhodna premennd & bude nadobtdat hodnoty z inter-
valu (—1;1), §. vypocitajme P(—1 < & < 1).

2 %
cx“-e ™, x>0,
f(x)—{ 0, x<O.

Musi platit [ f(x)dx = 1.

_ . . t=x
o 2 -3 2 -3, dt = 3x%dx
/f(x)dx = /cx e Ydx=c /x e dx—/ 00
0 0 0 00— o0
c [ _ Cr e C 07
= g/e ’dtzg[—e To :§[O+e]0:7,
0
apreto
¢
fo
3 )
odkial teda plati

c=3.
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Hustota rozdelenia bude mat teda tvar

B 3x2-e*x3, x>0,
flx) = { 0, x<O.
Pravdepodobnost P(—1 < & < 1) vypocitame nasledovne
1 1
P(-1 < &<1)= [ fwde=0+ [ f(x)dr

-1 0
1

3 1
= /3x2-e_x}dx = [—e_l —I—eo] =— +1=0.632=63.2%.
0

3.4 Ciselné charakteristiky ndhodnej premennej

3.4.1

Distribu¢nd funkcia, rozdelenia pravdepodobnosti a hustota pravdepodobnosti popisuja najpresnejsie
pravdepodobnost sprivania sa ndhodnej premennej. V praxi sa ¢asto pouzivaji na popis niektorych
charakeeristickych vlastnosti néhodnej premennej ciselné charakteristiky.

Strednd hodnota

Strednd hodnota ndhodnej premennej je akousi charakteristikou polohy. Mozeme ju chépat ako stred rozde-
lenia pravdepodobnosti, okolo ktorého sa stistreduju vietky hodnoty nahodnej premennej &. Oznacujeme
juE(&) alebo p.
Strednd hodnota je pre:

1. diskrétnu ndhodnt premennt & a jej pravdepodobnostnt funkciu® p; definovand ako

E(&) = ixi-pi,

2. spojitt ndhodnt premennt & a jej hustotu pravdepodobnosti f(x) definovand ako

oo

E@E) = [« f)dx.
Vliastnosti strednej hodnoty
i) E(c)=c, kde ¢ je konstanta,
ii) E(a-E+b)=a-E(§)+Db, kde a, b st konstanty,
i) E(Gi+ 8+ +8&) =E(&) +E(&) +... +E(&),
iv) E(&1-&)=E(&)-E(&), ak st ndhodné velitiny &§;, & nezédvislé.

m Priklad 3.5 Néhodn4 premennd m4 rozdelenie dané tabulkou

E:|l—-110 1 2 3
pi-|01]02]02|04]0.1]/

Ur¢ime strednt hodnotu E(§).

E(E)=-1-0140-02+1-02+2-04+3-0.1=1.2.

pi=P(E=x)
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m Priklad 3.6 Hustota rozdelenia ndhodnej premennej & je

%-sinx O<x<m,
0 vs$ade inde.

flx) =

Uréime stredntt hodnotu E(&).

1 T

E(&) = /x-f(x)dx:2~/ﬂx-sinxdx:...:2.
0

Rozptyl (disperzia) a smerodajnd odchylka

Variabilita rozdelenia vyjadruje premenlivost jednotlivych hodnét ndhodnej premennej, ich kolisanie
okolo nejakej konstanty. Najmi nds bude zaujimat ako sa tieto hodnoty rozptyluju okolo strednej hodnoty.
Najcastejsim vyjadrenim tejto variability je rozptyl (disperzia), ktoré budeme oznaovat D() alebo 02,

Rozptyl (disperzia)

Vseobecne moézeme rozptyl vyjadrit vztahom

p(&)=E(E-EQ)T),
a pomocou vlastnosti strednej hodnoty upravit na tvar

DE)=E (&)~ [EQ@).
Rozptyl (disperzia) pre:

1. diskrétnu ndhodnt premennd & a jej pravdepodobnostnt funkciu p; = P (§ = x;) je definovany

ako

DE) =Y [~ EE)

i=1

2. spojitt ndhodnt premennt & a jej hustotu pravdepodobnosti f(x) je definovany ako

DE) = [ k=B fwdx

Viastnosti rozptylu (disperzie)

i) D(c) =0, kde ¢ je konstanta,

ii) D(a-&E+b)=a*-E(&), kde a, b st konstanty,

iii) Nech st ndhodné veli¢iny &;,&,,. .., &, nezdvislé, potom plati

DG +&+.. . +&) = D) +D(&)+...+D(&),
DG =& —...=&) = D(G1)+D(&)+...+D(&)

Smerodajnd odchylka
Dal$ou charakteristikou variability je smerodajnd odchylka o, ktord je definovand prive pomocou rozptylu

oc=+vD() alebo o> =D(&).
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n Priklad 3.7 Néhodn4 premennd m4 rozdelenie dané tabulkou
E:T—=170 1 [2 [3
pi:|01]02]02|04]0.1]
Ur&ime rozptyl D(E) a smerodajnt odchylku o.
D(E)=(-1-1.2)%-0.14(0—-1.2)*-0.24(1—-1.2)*-1.2
+(2-1.2)%-04+(3-1.2)*-0.1=14.
o6 =+/D(E)=V14=1.1832.
.

m Priklad 3.8 Hustota rozdelenia ndhodnej premennej & je

sin O0<x< 717
X, X )
f(X)Z{ 2

0, viade inde.

Uréime rozptyl D(&) a smerodajnti odchylku 6, ak strednt hodnotu polozime rovnt &slu E(§) = a.

(x—a)?-sinxdx=...=a*—2a+mw—2.

o\w\r—t

DE) = [ (=) f)dx=

Vseobecné momenty

Vieobecnym momentom k-tého rddu (k > 1) ndhodnej premennej & je &slo

L X pi, ak m4 & diskrétne rozdelenie,
m=EE)={ .~
[ x f(x)dx, akmi & spojité rozdelenie.

ale iba v pripade, ak rad resp. integril konverguju.

p) Vseobecny moment prvého ridu je strednd hodnota, §. m; = E(§).

Centralny moment

Centrdlnym momentom k-tého rddu (k > 2) ndhodnej premennej & je &islo

i i —E (&) pi,  akma & diskrétne rozdelenie,
=1

mElE-mf] =y S I
[ Ix=E(&)]" f(x)dx, akmi & spojité rozdelenie,

—oo

ale iba v pripade, ak rad resp. integril konverguju.

p) Centrilnym momentom druhého ridu je rozptyl, §. p = D(§).
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3.4.5 Vztfah medzi D(&), m; am;

Med?zi vieobecnymi momentmi existuje vztah, ktory sa niekedy pouziva na vypocet rozptylu

D(¢)

E[(&—m)’]

E(E2 =2 my +m})
E(EY)+E(~2-& -my) +E(m})
my —2my -E(E)+m?

my —2my - my —|—m%

my —2m? +m?

mz—m%.



OC dobnosti

4.1

Uvedieme niekolko prikladov diskrétnych rozdeleni ndhodnej premennej a ich vlastnosti.

Binomické rozdelenie

Pri n-ndsobnom opakovani ndhodného pokusu sledujeme, kolkokrat nastal jav A (P(A) = p), popripade

kolkokrét nenastal (P(A) = 1 — p).

parametre: n,p

pravdepodobnostnd funkcia: | P(E =x)= (") -p*- (1—p)"*
strednd hodnota: E(&)=np

rozptyl: D(§) =np(1 —p)

m Priklad 4.1 Vyrobny podnik vyexpedoval zésielku, ktord mala 20 vyrobkov. Pravdepodobnost, Ze sa
vyrobok poskodije 0.1. Vypocitajme

a) pravdepodobnost, Ze sa poskodia pocas prepravy prave 4 vyrobky,

b) pravdepodobnost, Ze sa poskodia pocas prepravy najviac 4 vyrobky,

¢) strednt hodnotu a rozptyl po¢tu poskodenych vyrobkov pocas prepravy.

Parametre rozdelenia st n = 20, p = 0.1.

a)
20
P(E=4)= (4> -0.14:0.9'° = 0.09 = 9%,

b)
P(g < 4)=P(G=0)+P(E=1)+P(E=2)+P(G=3)+P(=4)
+

_
_ <200>.o.10.0.920 (210>.0.11.0.919+(220>-0.12-0.918

20 20
+(3 ) .0.13.0.9"7 + <4> .0.14.0.9'°

= 0.957 =95.7%,
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E() = np=20-0.1=2,
DE) = np(1—p)=20-0.1-09=1.8.

Poissonovo rozdelenie

Ak pravdepodobnost vyskytu javu vjednom pokuse je velmi mald p — 0 (obvykle p < 0.1) azdroven pocet
pokusov je velky n — oo (zvica pre n > 30) pouzijeme namiesto binomického rozdelenia Poissonovo'
rozdelenie. Parametre 72 a p nahrddzame parametrom A, pre ktory plati A = np. Poissonovo rozdelenie sa
pouziva v te6rii hromadnej obsluhy (ndhodny jav predstavujuci prichod zdkaznika, volajuci do telefénnej
ustredne, atd.).

parameter: A

A‘X
pravdepodobnostnd funkcia: | P(& =x) = et
strednd hodnota: E(§)=2
rozptyl: D(E)=1

Rozdelenie popisuje sprévanie sa javov, ktoré maji malt pravdepodobnost vyskytu aj v rozsiahlych
suboroch pozorovania.

m Priklad 4.2 Na milo frekventovant telefénnu tstredniu prichddza za hodinu v priemere 7 vyziev, .
strednd hodnota poctu vyziev je 7 za hodinu.

Uréme pravdepodobnost, ze v priebehu 5 minut pridu

a) prave 4 vyzvy,

b) aspon 2 vyzvy.

Nech ndhodnd premennd &; predstavuje pocet vyziev za hodinu so strednou hodnotou E (&) = 7, po-
tom nihodnd premenné &, predstavujica pocet vyziev za s minat bude mat strednd hodnotu E(&,) =

7

— = A a bude mat tiez Poissonovo rozdelenie.

12
a)
4
At (f)T 2 2401 ;
(G2=4)= e 4 ¢ 497664 ¢ ”
b)

P& > 2)=1-P(5<2)=1-P[(&=0U(5=1)]

= 1-(P(&=0)+P&=1)=1- 0! ce 12— T e
19 _ 1 .
= lfﬁ'e 2 =0.11644=11.6%.

'Simeon Denis Poisson (* 21. 6. 1781 - 1t 25. 4. 1840) bol francuzsky fyzik a matematik. Aplikoval matematickt te6riu
potencidlov na problematiku elektrostatiky a magnetizmu .
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Rovnomerné rozdelenie pravdepodobnosti maji ndhodné veli¢iny, ktoré maji rovnakd moznost nadobu-
dat ktortikolvek hodnotu z nejakého intervalu koneénej dizky (a; b) (hustota pravdepodobnosti je kons-
tantnd na celom intervale hodnét), napr.: zaokrahlovacia chyba alebo doba ¢akania na uskutocnenie javu,
ktory sa v pravidelnych intervaloch opakuje.

parametre: a,b
0, prex ¢ (a,b)
ia: _ 1
hustota rozdelenia: | f(x) L prex € (a,b),
0, x<a,
xX—a
distribu¢nd funkcia: | F(x) = b <x<b,
1, x>b
b
strednd hodnota: E(&)= a—;—
b—a)?
rozptyl: D(é) = ( > )

m Priklad 5.1 Pri telefonovani uplynie medzi vytocenim poslednej ¢islice volaného ¢isla a spojenim ho-
voru urcitd doba, ktort mézeme povazovat, za ndhodna premennt s rovnomernym rozdelenim na in-
tervale (3;53) sekdnd.

Vypocitajme pravdepodobnost, Ze

a) na spojenie budeme ¢akat aspon 20 sekind,

b) naspojenie budeme ¢akat v intervale (10;30),
¢) vypocitajme strednt dobu ¢akania.
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P(E > 20)=P(20< & <o) =F(53) — F(20)
53-3 20-3 33

b)
30-3 10—3
<&E< = - T53-3 53-3
P10<§<30) = F(30)—F(10) = ;3— — 33—
2
c)
a-+b 3+53

Normdine rozdelenie (Laplace-Gaussovo rozdelenie)

Normalne rozdelenie (Laplace-Gaussovo rozdelenie)'* pouzivame vSade tam, kde kolisanie nihodnej
veliciny je sposobené suctom velkého poctu malych a navzijom nezévislych vplyvov, napr. pri sériovej
vyrobe ovplyviiuje rozmery vyrobku kolisajuca kvalita surovin, nerovhomernost strojového spracovania,
rozna pozornost pracovnika a pod..

parametre: u,o’

1
oV2w
1

—(—p)?
e 27 | prex € (—oo,00)

hustota rozdelenia: | f(x) =

X —(w?
[ e 2% dt, pret € (—oo,00)

OV2IT "

u
o2

distribu¢nd funkcia: | F(x) =
(

)
(6)

Skuto¢nost, ze ndhodné veli¢ina & m4 normélne rozdelenie pravdepodobnosti so strednou hodnotou
1 a smerodajnou odchylkou 6 = \/D(&) = /62 zapisujeme & ~ N(u; 62). (Viimnime si fakt, ktory
byva éasto pri rieden tloh opominany, a to, 7e v zépise N(i, 62) vystupuje druhd mocnina smerodajnej
odchylky 62, resp. rozptyl D()!!1)

Grafom hustoty normalneho rozdelenia je Gaussova krivka. Strednd hodnota reprezentuje umiestnenie

strednd hodnota:

O &
| e

rozptyl:

vrcholu Gaussovej krivky a disperzia uddva mieru rozptylu (¢o nie je ni¢ iné len to, ze ¢im bude rozptyl
vicsi, tym bude krivka viac rozsirend, a naopak)

Pre normilne rozdelenie plati tzv. pravidio troch sigma, ktoré hovori o tom, Ze vintervale (Ut —3- o, t +3 - ©)

sa nachddza 99.7% vsetkych hodnot, .
Pu—-3-0<&E<u+3-0)=0.997=99.7%.

Normadlne normované rozdelenie

V pripade, ze parametre |1 a ¢ normélneho rozdelenia st rovné 4t = 0 a 6 = 1, hovorime, Ze nihodna
premennd & m4 normélne rozdelenie pravdepodobnosti v normovanom tvare, tj. ma normované normdine
rozdelenie pravdepodobnosti (v niektorych literattrach pre zmenu uvadzaja aj Cauchyho rozdelenie).

' Pierre Simon de Laplace (* 23. 3. 1749 — 1 5. 3. 1827) bol franctizsky matematik, fyzik, astroném a politik. Zaoberal sa
matematickou analyzou, teériou pravdepodobnosti a nebeskou mechanikou.

*(Jobann) Carl Friedrich Gauff (lat. forma mena Carolus Fridericus Gauss) (* 30. 4. 1777 — 1 23. 2. 1855) bol jeden z najvicsich
matematikov a fyzikov vSetkych ¢ias. Zaoberal sa tedriou ¢isel, matematickou analyzou, geometriou, geodéziou, magnetizmom,
astronémiou a optikou.
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19 0207
0.15+
0.10+
0.05+
5 0 5 10 15 20 25 30 35
X

Obr. s.2.1: Gaussova krivka bustoty normdlneho rozdelenia (Cervend - N(10;2), zelend - N(15;2) a modrd - N(15;5)

Skuto¢nost, Ze ndhodnd premennd m4 normované normdlne rozdelenie zapisujeme nasledovne § ~
N(0;1).

Pre normélne normované rozdelenie zrejme plati:

parametre: u=0,0"=1

I -2
hustota rozdelenia: | f(x) = ez, prex € (—oo,0)

X 2
distribu¢nd funkcia: | ®(x) = [ e dt, pret € (—oo,00)

strednd hodnota: E(&)=u
rozptyl: D)=o

Graf hustoty normovaného normalneho rozdelenia je Gaussova krivka ststredena okolo ¢isla nula.

Obr. 5.3.1: Graf hustoty normovaného normdlneho rozdelenia

ow OT

0.5

5 ' 0 ' 5
X

Obr. 5.3.2: Distribucnd funkcia normovanébo normdlneho rozdelenia ®(x)
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Hodnoty integrilu

Lo

nie je mozné urcit (integril je neriesitelny, lebo sa nedd vyjadrit pomocou elementirnych funkeif), a preto
sa v praxi pouzivajd priblizné hodnoty, vypocitané numerickymi vypoctami. Tieto hodnoty st uvedené v
tabulke v prilohe textu, kde st pre jednotlivé pravdepodobnosti uvedené hodnoty ndhodnej premenne;j

E~N(0;1).

p) Prefunkciu ®(x) plati

‘CID(x) =1—-®(—x) ‘ prex € (—oo;00).

m Priklad 5.2 Ur¢ime hodnotu ®(—1.18).
V tabulke kvantilov distribu¢nej funkcie ®(x) nie st uvedené kvantily pre zdporné hodnoty ndhodnej
premennej, vyuzijeme preto predosly vztah

d(—1.18) =1 —P(1.18) = 1 —0.881 =0.119.

Vzt'ah medzi F(x) a ®(x)

KedZe st tabelované iba hodnoty normélneho normovaného rozdelenia pri normélnom rozdeleni musime
na zistenie hodnoty kvantilov pouzit urcity prepocet, ktory si teraz odvodime

_I-H
I
1 T 1
F(x :7/62620{;: du = —dt
(x) oV2rm / " (o] /
— —00 — —o0
x—>x_“
o

=
|

u

"o
2 —
/ ezdu:<1><x ,u)'
o

—oo

wl-
Q

Plati teda

F(x) = ® <x;“> .

m Priklad 5.3 Néhodn4 premennd & m4 rozdelenie N(0; 1). Urdime :
a) P(2<&<10),
b) P(§ =0).

a)
P2 <& <10)=®(10) —D(2) = 1 —0.977 = 0.023 = 2.3%,
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b)

PE>0)=P0<E <o0) =D (c0) —D(0) = 1-0.5=0.5=50%.

n Priklad 5.4 Nihodn4 premennd & m4 rozdelenie N(0.8;4). Uréime:

a) P(E>1),
b) P(& < —1.16).

P& > 1)—P(1§§<oo)—F(oo)_F(1)_1_q><1—20.8)

= 1-®(0.1)=1-0.54 =46%,

PE < —1.16)=P(—eo< &< —1.16) = F (—1.16) — F (—eo)
= @ <_1'162_0‘8> —0=>d(—0.98) =1—P(—0.98)
= 1-0.836=0.164.

= Priklad 5.5 Hrubku vyrdbanych platni méZeme povazovat za ndhodnt premennt &. Predpoklada-
jme, ze & m4 normélne rozdelenie so strednou hodnotou E(§) = 10 mm a smerodajnou odchylkou
0 =0.02 mm.

Ur¢ime aké percento mdzeme ocakdvat, ak predpokladime, ze chybné sa

a) platne tensie 9.97 mm
b) platne hrubsie 10.024 mm

a)
P(E < 9.97)=P(—e0< & <9.97)=F(9.97) — F (—o)
9.97—10
= @ <0.02) —0=®(—15)=1-®(1.5)
= 1-0.933=0.067 =6.7%,
b)
P(E > 10.024) = P(10.024 < & < o0) = F (00) — F (10.024) = 1 — ® <10‘%232_10>

= 1-®(1.2)=1-0.864 =0.136 = 16.6%.

n Priklad 5.6 O miere inteligencie IQ vieme, ze m4 normalne rozdelenie so strednou hodnotou IQ 90
a smerodajnou odchylkou 315 bodov.

Vypocitajme pravdepodobnost, ze

a) ndhodny okoloiduci je debil, tj. miera IQ je u neho mensia alebo nanajvys rovna 60 bodov,

b) nidhodny spolusediaci m4 dostatok IQ na to, aby dokdzal zvlidnut tento kurz, tj. miera IQ je u neho

.....

P(E < 60)=P(—w < &< 60)=F (60) — F (—)

60 —90
= CI>< 15 >—0:<I>(—2):1—0.97720.023:2.3%,
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P& > 80)=P(B0<E <m):F(m)_F(80):1_¢<80_9o>

15
= 1-®(—0.66) =1—(1-®(0.66)) =0.716 = 71.6%.

5.4 Gamma rozdelenie

Gama rozdelenie je vhodnym modelom rozdelenia pre spojité ndhodné veli¢iny, ktoré nadobuidaja len
nezdporné hodnoty. I'(t) sa nazyva Eulerova® gamma funkcia.

parametre: Ao
depodob { funkei _ 0, prex <0,
pravdepodobnostnd funkcia: | f(x) = % ot g brex > 0.
strednd hodnota: E(&)= %
[04
rozptyl: D(&) = P

Gamma funkcia

Gama funkcia (niekedy tieZ oznacovand aj ako Eulerov integrdl II. druhu) je zovseobec-
nenim faktoridlu pre obor komplexnich ¢isel. Pouzivd sa v mnohych oblastiach matematiky,
predovsetkym pre popis niektorych rozdeleni v Statistike.

Definujeme ju ako

oo

I'(z)= /e_xxz_ldx.
0

¥
1

5

I

Obr. 5.4.1: Gamma funkcia redlnej premennej

Aj ked samotny integral konverguje iba ak je redlna ¢ast komplexného d&isla z kladni,
gama funkcia je definovina pre lubovolné komplexné (a teda aj redlne) ¢islo, okrem nuly a
celych zépornych &isel (—1, =2, ...).

Funkcia I'(z) je spojitd pre z > 0.

Funkcia I'(z) diverguje pre z < 0.

Pre prirodzené ¢islan € N plati

ra)=1,
I'(n+1)=n-T(n)
a pre kladné prirodzené ¢isla k, sa spréva ako klasicky faktoridl

I(k) = (k—1).

.....

av Nemecku. Je povazovany za najlepsieho matematika 18. storocia a za jednoho z najlepsich matematikov vébec.
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Exponencidine rozdelenie

Exponenciilne rozdelenie je Specidlnym pripadom gamma rozdelenia pre & = 1. Pouziva sa na vyjadrenie
¢asového useku, ktory uplynie medzi dvoma po sebe nasledujicimi vyskytmi sledovaného javu. Teda
néhodné veli¢iny & obvykle reprezentuje ¢as, v ktorom jav nastane.

parameter: A
pravdepodobnostnd funkecia: | f(x) = { Y .SL . F;)rr‘li <>(())7
T ’ =
strednd hodnota: E(&)= T
I
rozptyl: D(&) = 7

R) Spojité exponenciilne rozdelenie je istou ekvivalenciou diskrétneho Poissonovho rozdelenia. Slazi
ako vhodny model pre vypocet pravdepodobnosti Zivotnosti zariadeni, pri rieSeni dloh z tedrie

hromadnej obsluhy a pod..

n Priklad 5.7 Priemerny vyskyt nevhodného vyroku politika na adresu madarskych spoluobcanov je 2

impertinentné vyroky za mesiac.

Vypocitajme pravdepodobnost, ze

a) urdzlivy vyrok zo strany tohto politika nastane do pol mesiaca,

b) alebo naopak, politik bude umiernenejsi a obmedzi sa, a najblizsie vyslovi hanlivy vyrok az o dva me-
siace.

Intenzita nastania udalosti je A = 2 za mesiac, v naSom pripade sa jednd o intenzitu po¢tu vulgdrnych
vyrokov politika vo¢i madarskym spoluob¢anom za jeden mesiac.

a)

P(E=05)=A-e™=2.7205=0.73576 = 73.6%,

PE=2)=2A-e?=2.¢72=0.0366 = 3.7%.
Z vysledkov je ¢itatelné najblizsie chovanie politika na medzindrodnej scéne. "

Alternativha parametrizécia

Pre exponencidlne rozdelenie v niektorych literattirach zavidzaju (a asi 3 Citatela) substiticiu f =

I.

parameter: B

0, prex <0
pravdepodobnostna funkcia:

e B, prex>0

E@E)=8
D) =p*

strednd hodnota:

rozptyl:

Této substiticia mé isté opodstatnenie, ak uvazujeme o nejakom systéme (napr.: mechanickom, biologic-
kom alebo inom). Potom, ak ndhodnd veli¢ina & predstavuje dobu, pocas ktorej dany systém funguje bez
poruchy, parameter f3 predstavuje strednd hodnotu doby fungovania systému . najpravdepodobnejsiu



52 Kapitola 5. Spojité rozdelenia pravdepodobnosti

dobu trvania pocas, ktorej systém "vydrzi” fungovat. Parameter 3 sa v literattire oznacuje aj ako survive
parameter. Parameter A = B = B! je pre zmenu zauzivané oznalovat ako rate parameter.

Pokial ndhodnd veli¢ina & predstavuje dobu do poruchy nejakého zariadenia, potom pravdepodobnost,
ze zariadenie, kroré pracovalo bez poruchy po dobu A hodin, bude pracovat bez poruchy este aspon x
hodin, je rovna pravdepodobnosti, Ze zariadenie, ktoré doposial nebolo v prevddzke, bude pracovat aspon
x hodin. Skér odpracovand doba je zanedband. To je mozné aplikovat pre zariadenia u ktorych nie je doba
zivotnosti ovplyvnend dobou previdzky. Strednd hodnota md potom tvar

E(é):A—i—%:A—FB.



V tejto kapitole budeme uvazovat o Statistickom subore rozsahu N Statistickych jednotiek (ndhodnych
pokusov), pre ktory sme zistili hodnoty skimanej ndhodnej premennej & pre kazdu $tatistickd jednotku
(ndhodny pokus), ¢o znamend, Ze pozndme hodnoty x; (prei = 1,2,...,N) skimanej premennej §.

x; predstavuje konkrétnu hodnotu ndhodnej premennej § pri i-to pokuse.

Rozdelenie pravdepodobnosti hodnét ndhodnej premennej & dostaneme tzv. triedenim, tj. akymsi
vytvaranim tried podobnych Statistickych jednotiek (pokusov).

Samozrejme, Ze najpodobnejsie su si jednotky s rovnakymi hodnotami skiimanej ndhodnej premennej,
avsak nie vzdy sa d4 zadelit hodnoty tymto spdsobom, ¢i uz z dévodu rozmanitosti siboru (napr. vietky
hodnoty st si navzdjom rozne a teda pocet tried by sa rovnal rozsahu stiboru), alebo st to nominalne znaky
(subjektivne hodnotenie, napr. slovné). V takychto pripadoch triedu reprezentuje jeden reprezentant
triedy (jedna konkrétna hodnota premennej). V pripade spojitého rozdelenia bude trieda reprezentovand
intervalom hodnét (resp. stredom tohto intervalu).

Pri trieden{ je potrebné dodrzat zdsadu siplnosti (tj., kazdy prvok musi byt zaradeny v nejakej triede) ako aj
2dsadu jednoznacnosti (tj., kazdy prvok musi byt zaradeny iba v jednej triede).

Teraz by mal nasledovat podrobny popis zostavovania tabulky pocetnosti pre Statisticky subor rozsahu n.
Tuto cast si viak odpustime a budeme sa ho snazit ¢o najnazornejsie ilustrovat na nasledujicom priklade.

m Priklad 6.1 Zistoval sa pocet obyvatelov v tridsiatich bytoch. Hodnoty su:
3:2:4:5;2:2:3;2:4;5,1;3;4;4,5;4;1;3;6;2;3:;4;,6;2;3;4;1,3;5:4.
Zostavme tabulku rozdelenia pocetnosti.

Najskor si ozrejmime zdkladné pojmy a oznacenie:

namerané hodnoty Xi, prei=1,2,...,N,

absolutna pocetnost n; (kolkokrat sa znak vo vybere nachddza),
. . ' n

relativna pocetnost pi =

N?
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i

kumulativna pocetnost Ni=Y n,
=1
. . . , N;
kumulativna relativna pocetnost M; = v
’x,-:‘ n;: ‘ pi: ‘Ni:‘M,-:‘
3 3
1 3 ? 3 ?
2 6 ? 9 @
4 8 5 |24 ] 5
5 4 o | 28] &
6 2 5 130 ] 3%
Yy=30 Y=1

m Priklad 6.2 Pre tie isté byty sa ur¢ovali aj ich rozlohy:

82.6;57.3;70.4;65:48.4;103.8;73.6;43.5;66.1,93;52.6;70;84.2;55;81.3;61.5;
75.1;34.8;62.4;116;70.1;63.6;93;59.2;65.9;77.2;52.8;68.7,79.2;87 .4.

Nijdite skupinové rozdelenie pocetnosti pre pocet tried k = 9.

Pocet tried je zjavne mensi ako pocet hodnét znaku, budeme preto musiet vytvorit intervalové rozde-
lenie pravdepodobnosti.
Najskor uréime na zéklade variacného rozpitia

R = Xmax — Xmin = 116 —34.8 = 81.2
a §irku triedy, krord budeme reprezentovat intervalom (uréime teda dizku tohto intervalu)

b 5 _ Varlacnfho r.ozpatla _ 81.2 —9.0222 = 10.
k pocet tried 9

S ohladom na zdsadu tplnosti vzdy zaokrahlujeme dlzku intervalu nahor, aby sme zaistili, dostato¢ny
rozsah (minimdlne rimec variaéného rozpitia) a i krajné znaky boli obsiahnuté vo svojich triedach.'
Reprezentantom triedy bude teraz stred k-tého intervalu x;

’ ‘in‘ I’lji ‘ ij ‘Nj:‘ MjZ ‘
D e BEEE
(50j60) 55 5 2 8 ¥
> 30 30
(60;70) | 65 7 %O 15 §
D A mE
i 30 30
(90;100) | 95 2 & | 28 =
(100;110) [ 105 | 1 R
(110;120) [ 115 | 1 o |30 | ¥=1

Yy=30 y=1

'Ale naozaj vzdy!
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V podstate sa jednalo o obdobny postup ako v predoslom priklade, avsak upozornujeme na indexaciu s
ohladom na j, kde j = 1,2,...,k, kde k predstavuje pocet tried.

Pre ndzorné pochopenie je najvyhodnejsie vysledky reprezentovat graficky. Na tieto ucely sa zvycajne
pouziva bistogram.

Histogram je v podstate stipcovy diagram, kde na x-ovi os nand$ame hodnoty nihodnej premenne;j
reprezentujuce triedy a na y-ovi os nani$ame zodpovedajice absolutne (resp. relativne pocetnosti).

p 047
034
02} o
01t . o
0.0 +————+———————
20 40 60 80 100 120

X

Obr. 6.0.1: Histogram






7.1

Odhadom madme na mysli $tatisticki metédu, pomocou ktorej sa priblizne urcuju (odhaduj) nezndme
parametre Statistickych suborov.

Majme nihodny vyber &;,&,, ..., &, z urditého rozdelenia, ktoré z4visi na nezndmom parametri ©",
potom parameter ® méze nadobudat iba ur¢ité hodnoty z priestoru €. Prostrednictvom tedrie odhadu sa
snazime vytvorit tatistiku T (§;, &, . . ., &,), ktorej rozdelenie sa najviac blizi danému parametru ® C Q.
Odhady, pri ktorych hladime urcity parameter, nazyvame parametrické odhady. Neparametrickymi
odhadmi nazyvame odhady, pri ktorych nie je pozadovana parametricka Specifikdcia typu pravdepodob-
nostného rozdelenia.

V zésade rozliSujeme dva typy odhadov, a to bodové odhady, kedy parameter odhadneme konkrétnou
hodnotou, pri¢om sa zrejme dopustime nejakej chyby a intervalové odhbady, kde ur¢ime interval, krory
odhadovany parameter obsahuje s vopred stanovenou pravdepodobnostou.

Bodovy odhad

Bodovy odhad spociva v nahradeni nezndmej hodnoty parametra zikladného suboru, alebo jeho funkcie,
hodnotou vyberovej charakteristiky.

Na bodovy odhad kladieme ur¢ité néroky, ¢o sa tyka jeho konzistentnosti a nevychylenosti.
Kongzistentnym (nespornym) bodovym odhadom parametra ® zikladného siboru nazyvame taku Statistiku
T, =T (&,&,...,&), ktord pre dostatoéne velké hodnoty indexu n spltia podmienku

P(T,—0| <e)<1-7,

pre lubovolné € > 0an > 0, tj. pozadujeme, aby dany parameter patril do intervalu, ktorého polomer
je mensf ako lubovolne malé, ale kladné € s pravdepodobnostou 1 — 1, kde 7] je lubovolné kladné ¢islo,
ktoré zvicsa volime ¢o najviac blizke nule. Inak povedané, konzistentnym bude bodovy odhad vtedy, ak
bude lezat v ¢o najmensom intervale s ¢o najvicsou pravdepodobnostou.

Nevychyleny (nestranny) bodovy odhad parametra © zikladného siboru nazyvame Statistiku 7, =
T (&1,&,...,&,), pre ktorej stredntt hodnotu plati E(7},) = ©. V opaénom pripade hovorime o odhade

'O je velké grécke pismeno "théta”
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skreslenom (vychylenom). Rozdiel b(®) = E(T,,) — ® nazyvame vychylenim odhadu parametra ©.
Pokial sa s rastiicim rozsahom n ndhodného vyberu skreslenie zmensuje, potom je dand $tatistika asympto-
ticky nestrannym odhadom parametra ©.

I. Najlepsim neskreslenym bodovym odhadom strednej hodnoty zikladného suboru

1 N
/J:N'i;xi

je vyberovy priemer

1 n
Xx=—-Y x|

n =1

II. Najlepsim neskreslenym bodovym odhadom rozptylu zikladného suboru

1 N
D(&)=0"= N‘Z(Xi—ﬂ)z
i=1
je vyberovy rozpryl
2= ¥ (%)
on—1 5 '

III. Najlepsim neskreslenym bodovym odhadom smerodajnej odchylky zdkladného stboru 6 = /D (&)
je vyberovd smerodajnd odchylka

V pripade skupinového rozdelenia pravdepodobnosti, kde si namerané hodnoty reprezentované stredmi
intervalov a ich pocetnostami, tj. ak nemdme k dispozicii priamo hodnoty, ale iba tabulku skupinového
rozdelenia, pouzivame nasledujuice vztahy.

I. Najlepsim neskreslenym bodovym odhadom strednej hodnoty zikladného siboru je vyberovy priemer

II. najlep$im neskreslenym bodovym odhadom rozptylu zékladného stboru je vyberovy rozgptyl

1 k >

$2 =

III. najlepsim neskreslenym bodovym odhadom smerodajnej odchylky zékladného siboru je vyberovi

smerodajnd odchylka

1 k _
Sx: \/ glnj, (xj—x)2 s

n—l'j

kde x; predstavuje reprezentanta j-tej triedy, 7; je jeho pocetnost a k predstavuje pocet tried danej
o C vk
Statistiky. A platin =} n;.
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m Priklad 7.1 Z prikladu 6.2 vezmime iba hodnoty stredov intervalov a ich pocetnosti a odhadnime
vyberovy priemer a vyberovy rozptyl.

Hodnoty

Xj: || 3545|5565 |75 |85 95| 105 | 115
npc (1|2 |5 |7 |7 |4 |2 |1 1

dosadime do vzorcov pre vyberovy priemer

1 ¢ 1 2
A R T
n o= % (1:354+2-45+45-55+7-65+7-75+4-85+2-95+1-105+1-115)
= 7L
avyberovy rozptyl
2 = Zn —x)? ;-in--(x'—ﬂ)Z
* n—1 ” 30-1 &7
- b 1-(35—71)%42-(45—71)2+5-(55—71)2 +7- (65— 71)>+7- (75— 71)?
30— 1

+4-(85—71)*4+2-(95—71)* +1-(105—71)%+1- (115 —71)?

1
= 30°1 (1296 41352 + 12804252+ 112+ 784 + 1152+ 1156 + 1936)
= 321.38.

Vyberovi smerodajnd odchylka je teda rovna

Se=1/$2=1/321.38. = 17.927

Pre porovnanie uvedieme hodnoty vyberovy priemeru a vyberovy rozptylu vypocitané z pévodnych hod-
not

S | =

: ixi =70.457,
i=1

n
2 = 2 =310.89,
* nfl ;

Sy = 4/S$2=+1310.89 = 17.632.

Vidime, Ze hodnoty s takmer totozné.

Dalsimi odhadmi strednej hodnoty st modus a medidn.
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Definicia 7.1.1 Modus predstavuje najcastejsie sa vyskytujicu sa hodnotu znaku, je to "najpravde-
podobnejsia” hodnota ndhodnej veli¢iny pre dany znak (ndhodny pokus).

Definicia 7.1.2 Medidn je reprezentovany hodnotou, ktord je konkrétne "strednd hodnota” (v tomto
pripade su tie Gvodzovky v skutku oprdvnené, a naozaj ziadame citatela, aby si pojem nezamienal
so skuto¢nou strednou hodnotou (1) premennej v nejakom pokuse. Medidn delf obor hodnét na
dve skoro rovnako pravdepodobné Casti. Pre vyrazne asymetrické rozdelenia vystihuje medidn stred
rozdelenia lepsie nez strednd hodnota.

m Priklad 7.2 Pre elektrické vedenie sa vyzaduje vysokd pevnost kéblov v tahu.
Hodnoty sa zistovali pre dva druhy kéblov:

I. druh
302,310,312,310,313,318,305,309,301,309,310,307,313,229,
315,312,310,308,314,333,305,310,309,314

II. druh
300,310,320,309,312,311,31,317,309,313,315,314,307,322,
313,313,311,316,315,314,308,319,313,312
Odhadnime strednt hodnotu pevnosti oboch druhov drétu pomocou
a) vyberovy priemeru,

b) modusu,
¢) mediinu.

Vypocitame odhady pre prvy druh kabla, pre druhy typ nechdme na ¢itatelovych schopnostiach zopako-
vat totozny postup s inymi hodnotami.

1 n
a)l.druh x= . Y x; =307.42

i=1
b) I. druh  modusu ako najcastejsie sa vyskytujuci znak je hodnota 310, ktora sa vyskytla 5 krét,
¢) L. druh medidn je tieZ hodnota 310, lebo po usporiadani znakov vzostupne je to hodnota v strede
takéhoto usporiadania.

a) . druh [x=301.],
b) IL. druh [313; 4 -krit],
c)IL. druh [313].

Intervalovy odhad parametrov

V predogslej ¢asti sme neznidmy parameter odhadovali bodovo, tj. nezndmy parameter sme nabrddzali
konkrétnou hodnotou, ktord ho najlepsie odhadovala. Je pochopitelné, Ze pouzitim vicsieho vyberového
suboru dostaneme presnejsie vysledky ako pri mensom vyberovom subore, av§ak metéda bodového
odhadu tento fakt nezohladnovala.

Dal$ou moznostou odhadu parametra je intervalovy odhad. Nezndmy parameter odhadujeme intervalom,
to znamen4, Ze lezi medzi dvoma hodnotami.

Stred intervalu je akymsi odhadom parametra strednej hodnoty a $irka intervalu reprezentuje mieru
rozptylu hodnoét strednej hodnoty.

Tento interval nazyvame interval spolahlivosti (7}, 7)) a nezndmy parameter ® bude tento interval
obsahovat s pravdepodobnostou (1 — )%, kde &islo o nazjvame hladina vyznamnosti. Tato hladinu si
vopred volime a vyjadruje pozadovand mieru presnosti s akou hladdme interval, v ktorom sa parameter
nachddza.

Ak vyber opakujeme mnohokrit (vzhladom na tendenciu stability ndhodnych procesov), potom nezndmy
parameter ® pripadne do intervalu spolahlivosti (7}, 7},) priblizne v 100 - (1 — &) % pripadoch (gj. pravde-
podobnost, ze dany parameter sa nachddza v intervale (7, 7} ) je rovnd préve &slu 1 — a).
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Hovorime o tzv. 100 (1 — o) %-om intervale spolahlivosti a zapisujeme
P(T,<O<T)=1-a.

V pripade, Ze hranice T, T}, st kone¢né, hovorime o obojstrannom intervale spolablivosti.

Ak T, = —oo, tj. (—oo, T},), hovorime o pravostrannom intervale spolablivosti.

Ak T}, = oo, tj. (T, 00), hovorime o lavostrannom intervale spolablivosti.

Hranice zévisia od odhadovaného parametra, od ndhodného vyberu a vyberového rozdelenia. My sa vsak
v dalSom obmedzime iba na normélne rozdelenie N (it,62), pre ktoré budeme odhadovat parameter 1
a parameter 6.

100- (1 — )% obojstranny interval spofahlivosti pre strednd hodnotu i
2
Vyberovy priemer m4 mat normélne rozdelenie so strednou hodnotou E(§) = pt arozptylom D(X) = ;x,

2
atedaX~ N < u, x) , ktorého hodnotu vieme néjst pomocou substiticie pouzitim distribu¢nej funkcie
n

P <x ; . \/ﬁ> pre normélne normované rozdelenie N (0, 1).
X

Pre zvolené o vieme néjst v tabulkdch hodnoty kvantilov normalneho normovaného rozdelenia u (1-2)
2

a _M(l_g), ktoré zodpovedaji hodnotdm, pre ktoré je pravdepodobnost, ze strednd hodnota je v rdmci
2

zvolenej presnosti. A teda s pravdepodobnostou 1 — ¢¢ bude strednd hodnota v intervale (—u g3y g )

P(—ulg<xS_‘u\/ﬁ<ulg> :1—(17
X

Sx _ Sx
BV G R A (B
I . . 3

n -7 = H= x+\/ﬁ ul_%
_ S _ S
X—%'ulfgﬁ.uﬁx-ﬁ-%'ulf%

V praxi sa vSak casto vyskytuju subory, kroré ¢i uz z ekonomickych, alebo ¢isto praktickych dévodov
nebudu prilis rozsiahle (napr.: ak sa pri ur¢ovani kvality vyrobku tento zni¢i, alebo ak je sledovanie
nejakého javu ¢asovo alebo inak ekonomicky prili§ niro¢né). A v pripade, ak je sibor maly, by sme sa
pouzitim bodového odhadu dopustili zna¢nej chyby.

V roku 1908 anglicky chemik pivovaru Arthur Guinness & Son Brewery, W. S. Gosset* publikoval pod
pseudonymom Student price, v ktorych sa zaoberal prave malymi vyberovymi sibormi. Odvodil vyberové
rozdelenie pre Statistiku s malym stborom, tj. n < 30. Toto rozdelenie nazyvame Studentovo t-rozdelenie.
Parametrom tohto rozdelenia je pocet stupnov volnosti. Ak mame ndhodny stbor s rozsahom n prvkov,

‘ . v ] . . -1
potom mé Studentovo ¢-rozdelenie (n — 1) stupiiov volnosti. Hodnoty Studentovho ¢-rozdelenia tf'ig )

2
su pre jednotlivé stupne volnosti a hladiny vyznamnosti tabelované a st uvedené v prilohe tohto textu.

*William Sealy Gosset (*13. 6. 1876 — 116. 9. 1937) anglicky matematik a chemik. Zmluva s Guinnessovym pivovarom, z
dévodu ochrany vyrobného tajomstva, neumozitovala zamestnancom publikovat akékolvek price, preto skoro vietky svoje
publikicie zverejnil pod svojim pseudonymom "Student”.
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Studentovo t-rozdelenie

Gosset mal posudit kvalitu réznych varenych piv, pricom mal k dispozicii len obmedzeny pocet vzoriek.
Predpokladal, ze ak pri malych suboroch pouzije $tatistiku © « )C;J -\/n, v ktorej smerodajnt odchylku

X
0 nahradi vyberovou $tandardou odchylkou Sy, podhodnoti sa variabilita. Vysledné Studentovo #-
rozdelenie je vak prica R. A. Fishera®. Studentovo rozdelenie s 7 stupiiami volnosti, ktoré oznacujeme

t(”), je rozdelenie nihodnej velic¢iny &= —Y, kde X a Y st navzdjom nezdvislé ndhodné veliciny, pricom

n
X mé normované normélne rozdelenie X ~ N(0;1) a ¥ m4 chi-kvadrit rozdelenie s n stuptiami volnosti,

2%(n). (vid odsek 7.2.2)

Rozdelenie 1) m4, pre oo < x < o0 a stupne volnosti n = 1,2,3, .., hustotu pravdepodobnosti

strednd hodnotu mé pren > 1

E()=0
arozptyl je pre n > 1 rovny

n
n—2"

D(G) =

Ako vidno z hlavnych charakteristik Studentovho f-rozdelenia je to rozdelenie symetrické a nakolko je
strednd hodnota E (&) = 0 je aj maximum grafu hustoty pravdepodobnosti v nule. Graf rozdelenia pravde-
podobnosti je velmi podobny grafu normovaného normalneho rozdelenia, avsak krivka Studentovho
rozdelenia je viac zaoblend okolo strednej hodnoty. Nie je tazké porovnanim hustdt pravdepodobnosti
tychto dvoch rozdeleni dokazat, ze plati

(n)
1

lime,"” o =UuUj_a,
— 2

kde u; ¢ je kvantil N(0;1) rozdelenia.

J)

Obr. 7.2.1: Graf hustoty pravdepodobnosti Studentovho rozdelenia pre 30 stupriov volnosti (zelend farba) a N(0,1)
(fialovd farba)

38ir Ronald Aylmer Fisher, (*17. 2. 1890 — t29. 7. 1962) anglicky Statistik, evolu¢ny bioldg, eugenik a genetik, zndmy
predovsetkym tedriou prirodzeného vyberu.
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Pre subory velkého (n > 30) rozsahu pouzijeme pre intervalovy odhad strednej hodnoty t na hladine
vyznamnosti & hodnoty normalneho normovaného rozdelenia Uj_g,a teda pre n > 30 plati

Pre sibory malého (n < 30) rozsahu pouzijeme pre intervalovy odhad strednej hodnoty p na hladine
(n—1)

vyjznamnosti & hodnoty Studentovho t-rozdeleniat,” ¢’ s (n — 1) stuptiami volnosti, a teda pre n < 30
2

plati

m Priklad 7.3 Leteckd spolo¢nost odhaduje priemerny poéet cestujtcich. V priebehu 20 dni bol priemerny
pocet cestujucich 112 s vyberovym rozptylom 25.
Niéjdime 95% obojstranny interval spolahlivosti pre priemerny pocet cestujacich L.

Zo zadania vyplyva, ze X = 112;52 = 25 (tj.: Sy = v/25 = 5);n = 20. Nakolko je sibor maly (n = 20 <
30), pouzijeme Studentovo rozdelenie, kde tf 55 D== t§ 193 05 = t(<) 97)5 = 2.1, a teda pre intervalovy
2
odhad bude platit
_ S - Sy (1)
_Zx < < Zr
NG 1 o S u<x+ NG 1 a’
5 5
12— .21 <1124+ ——-21,
v20 = #= v20
112-235 < u<112+2.35,
109.65 < p<114.35.

m Priklad 7.4 Z produkcie automatickej linky vyrdbajucej krazky gul6ckovych lozisk bola odobrand
vzorka 50 kusov a zisteny polomer krizkov. Z nameranych hodnét sme ziskali realizdciu priemeru X =
70.012 mm. Ndjdime 99-percentny interval spolahlivosti pre strednt hodnotu polomeru vyribanych
krazkov, ak z nameranych hodnot sa realizdcia Statistiky rovnd S2 0.00723.

Zrejme X = 70.012; 52 =0.00723 (§.: Sy = v0.00723 = 0.08503); n = 50.

Nakolko je stbor velky (n = 50 > 30) pouzijeme normilne normované rozdelenie, kde 1 ¢ = 19,995 =
2.58, ainterval spolahlivosti bude mat tvar

X — j% up99s < U <X+ % 10.995
0.08503 0.08503
70.012 — -258 < u<70.012+ -2.58,
V50 V50
70.012—-0.031 < u <70.012+40.031,
69.981 < u <70.043.

m Priklad 7.5 Meranim odporu kibla sa z 6smich vzoriek vybranych nihodne ziskali nasledujtce hod-

noty

0.139;0.144;0.139;0.140;0.136;0.143;0.141;0.136.
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Predpokladajme, Ze namerané hodnoty mézeme povazovat za realiziciu ndhodného vyberu s normalnym
rozdelenim s neznidmou strednou hodnotou a nezndmym rozptylom.
Niéjdime 95%-ny interval spolahlivosti pre strednt hodnotu.

Najprv ndjdeme vyberovy priemer X a vyberova odchylku Sy.

1
x = 3 (0.13940.144 +0.13940.140 +0.136 4+-0.143 +0.141 4-0.136)
= 0.13975

1
Y 5(0.139— 0.13975) + (0.144 — 0.13975)% + (0.139 — 0.13975)*

+(0.140 — 0.13975)% + (0.136 — 0.13975)* + (0.143 — 0.13975)?
+(0.141 —0.13975)% + (0.136 — 0.13975)*
= 8.5x107°=0.0000085,

teda
Sy =14/82=+85x10"6=2.9155x 1073 = 0.0029155

Stbor je maly, pouzijeme teda kvantily Studentovho rozdelenia, kde té
A teda pre interval spolahlivosti plati

N _
1) s =2.365.

= S — S
x‘ﬁ"oms < u§x+%-t0.975,
0.0029155 0.0029155
0.13975 - ———"-.2365 < u<0.13975+ ———~".2.365,
V8 V8
0.13975—-2.4378x 1073 < pu <0.13975+2.4378 x 1073,
0.13731 < pu<0.14219.

100- (1 — )% obojstranny interval spofahlivosti pre rozptyl ¢

V mnohych pripadoch je délezité sledovat nielen spolahlivost priemernej hodnoty siboru i, ale aj mieru
variability siboru. Tym mame na mysli najmi snahu znizZovat odchylky od priemernej hodnoty. Je zrejmé,
ze vyrobca skrutiek s normou 5 cm, by asi tazko uspel s polovicou produkcie 5.5 cm a druhou 4.5 cm.
Pre vypocet intervalu spolahlivosti Standardnej odchylky budeme vyuzivat dalsie vyberové rozdelenie
oznatované chi-kvadrdt rozdelenie, vj. x°.

x? rozdelenie

Nech mé ndhodnd premennd n ndhodnych premennych x1,x2,...,x, akazdd m4 normdlne rozdelenie
s priemerom W a §tandardnou odchylkou ©. Tymto ndhodnym premennym zodpovedaji normované
nihodné premenné:

X1 —H
7 = A

Statistika

W=Z+Z+22+.. +22=1L
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m4 x2-rozdelenie s po¢tom stupiiov volnosti n.

x%-rozdelenie mdzeme uplatnit i pre rozdelenie vyberového rozptylu S2. Ak nihodnym vyberom zo
zékladného suboru s normédlnym rozdelenim vytvorime vyberové subory velkosti n, potom nihodn4
premennd

2 _ (”—1)'51%
X o2

m4 y2-rozdelenie* s n — 1 stuptiami volnosti.

(n—1)-52

Pre ndhodnt premennd > = 5—, modelujtcu rozptyl 02, mdzeme so spolahlivostou (1 — &)
(e

urcit interval spolahlivosti:

1oa <)y <y

Y

2
1—

IR
[Sl[=13)

kde )(127% a )(12 st 5 a (1 — %) kritické bodnoty x2-rozdelenie.

Je dodlezité si uvedomit, Ze ¥ >-rozdelenie, narozdiel od normalnemu rozdeleniu, je nesymetrické rozdelenie,
a teda

Xi-g # X

Jx)

Obr. 7.2.2: Graf hustoty X% -rozdelenie

Hodnotu ndhodnej premennej x? teda nahradime:

n—1)s2
Xlz_ <(62)<X

[S[~339)

I

DIR

tipravou dostaneme interval spolahlivosti pre rozptyl 62:

*X je malé grécke pismeno "chi"
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m Priklad 7.6 Nech systematickd chyba meracieho pristroja je nulovd. Za rovnakych podmienok sa
vykonalo desat nezévislych merani jednej a tej istej veliciny t, kde u = 1000 m. Konkrétne udaje sa
uvedené v tabulke

J: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
xjlm]: | 992 | 1010 | 1005 | 994 | 998 | 1000 | 1002 | 999 | 1000 | 997 |

Niéjdime 90%-ny interval spolahlivosti pre smerodajnd odchylku o'

Potrebujeme vypocitat hodnotu vberového rozptylu S

1
Y 5 (992~ 1000)? + (1010 — 1000)? + (1005 — 1000)?
+ (998 — 1000)? + (1000 — 1000)? -+ (1002 — 1000)*

+ (999 — 1000)? + (1006 — 1000)* -+ (997 — 1000)?)
= 27.

Z tabuliek kvantilov y2-rozdelenie dostivame pre & = 0.1 an = 10, Xlz_% (9) = x345(9) =3.325a
X2 (9) = X505 (9) = 16.919.
90%-ny interval spolahlivosti pre smerodajnd odchylku ¢ bude teda

IN

IN

IN

IN A

m Priklad 7.7 Prilaboratérnom pokuse bolo treba, udrzat $tandardnd teplotu vlaboratériu 26.5 stupiiov
Celzia.

V jednom pracovnom tyzdni bolo nameranych 46 merani, z ktorych sa ziskali hodnoty vyberového
priemeru X = 26.33 stupiiov Celzia a vyberovej smerodajnej odchylky S, = 0.748.

Urdite 95% interval spolahlivosti pre i, 6% a ©.

[(26.11;26.55),(0.3;0.62), (0.59;0.79)] .
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Pod pojmom $tatistickd hypotéza rozumieme urdité tvrdenie o rozdeleni zikladného Statistického stiboru,

resp. o jeho parametroch (v pripade parametrickych testov). Hypotézy st tiez navzdjom sa vylucujice
tvrdenia, ktorych zjednotenim je isty jav.

Overovanie pravdivosti takychto tvrdeni na zdklade vlastnosti ndhodného vyberu oznacujeme testovanie
hypotéz.

V dalsom sa obmedzime vylu¢ne na parametrické testovanie. Testovat budeme parametre strednej hodnoty
1t arozptylu 67 (resp. smerodajnej odchylky ¢) nshodnej premennej s normélnym rozdelenim N (11, 6%).
Vo vieobecnosti parameter ozna¢ime ©.

Parametrické testovanie jedného suboru

Proti sebe postavime dve disjunktné hypotézy:
nulovii bypotézu
HO 0= @0,
alternativnu hypotézu (opaéné tvrdenie k nulovej hypotéze)

H :0#£0 (obojstranny test).

V pripade jednostranného testu staviame proti nulovej hypotéze Hy : ® # @y alternativnu hypotézu:
pre pravostranny test H; : 0 <0y,
pre lavostranny test H;:0 > 0,.

p) Prejednostranné hypotézy by bolo korektnejsie formulovat nulov hypotézu Hy : ©® > © proti
alternativnej hypotéze Hy : ® < @y (resp. Hp : ® < @y proti alternativnej hypotéze Hy : © >
). V dalSom texte vsak od tohto oznacenia upustime a aj pre jednostranné testy budeme nulovd
hypotézu formulovat Hy : © = ©.
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Krozhodovaniu pouzijeme vhodnu funkciu ndhodnej velidiny, ktort nazveme testovacia statistika (kritérium).
Obor hodnét testovacej $tatistiky rozdelime na dve disjunktné (jedna odporuje druhej) Casti:
obor prijatia hypotézy H,
obor zamietnutia (neprijatia) hypotézy H.
Deliacimi bodmi oboru prijatia a oboru zamietnutia st tzv. kritické hodnoty, kroré budu zhodné s hodno-
tami prislusného rozdelenia na danej hladine vyznamnosti.
Pri testovani Statistickych hypotéz budeme postupovat nasledovne:
1. ur¢ime nulovd hypotézu Hy a alternativnu hypotézu Hj,
vyberieme testovaciu Statistiku,
ur¢ime hladinu vyznamnosti ¢ a k nej prislusna oblast zamietnutia hypotézy Ho,
vypocitame hodnotu testovacej Statistiky,
. rozhodnutie o prijati, resp. zamietnut{ hypotézy Hy.
Uvedleme niekolko parametrickych testov pre parametre t a ©.

T S o

Testovanie parametra u ak je sibor maly (n < 30)
Nulova hypotéza: Hoy: 1= Uo.

Testovacia $tatistika:

T=""H n  rep.T=""H |
o Sy

a) alternativna hypotéza: Hi @ u# U,
oblast zamietnutia Hy: |T| > tl(rfgl),
2

b) alternativna hypotéza: Hy:pu < o,
(n—1)

oblast zamietnutia Hy: T<-t_, (lavostranny test),
¢) alternativna hypotéza: Hy > yo,
oblast zamietnutia Hy: T > tfr:xl) (pravostranny test).
Hyp# p,
a a
2 2
I-a
g 0 hog t
Oblast’ zamietnutia H, 0 Oblast’ zamietnutia H,

Obr. 8.1.1: Obojstranny test parametra |L

m Priklad 8.1 Podla Japonskej ndrodnej agentdry vzréstla priemernd cena pozemkov centrilnej casti
Tokia za prvych Sest mesiacov roku 1986 0 49%. Predpokladajme, ze medzindrodn4 realitnd spolo¢nost
chce overit, ¢i tvrdenie agentdry je pravdivé alebo nie. Spolo¢nost nahodne vybrala 18 vlastnikov v centre
Tokia, u ktorych boli zndme ceny pozemkov na zaciatku a v polovici roku 1986. Na zdklade adajov, ktoré
mala k dispozicii zistila, Ze priemerny vzrast ceny pozemkov u vybranych 18 vlastnikov predstavoval za
prvy polrok sledovaného roku 38% so Standardnou vyberovou odchylkou 14.
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Na hladine vyznamnosti o = 0.01 overme pravdivost tvrdenia agentury.

Nulovt hypotézu a alternativnu hypotézu mézeme zapisat:

H) : u = 49,

H1 e 75 49.

Rozsah vyberu je maly (n = 18) asmerodajnti odchylku 0 nepozndme pouzijeme namiesto nej vyberovi
odchylku Sy, a teda testovacia Statistika je rovnd

I Y L SOV, T S VY
S, 14

Pre urcenie oblasti zamietnutia pouzijeme hodnoty kvantilov Studentovho rozdelenia, ktoré man — 1 =
17 stupniov volnosti, na hladine vyznamnosti & = 0.01,
(1) _ (17)  _ (17) _
t =1, om =lyg95 = 2.898.

a .
-3 T2

n—1)

@
2

Oblast zamietnutia Hy je |T| > tf

|—3.33] > 2.898.

Nulovt hypotézu Hy teda zamietame, pretoze hodnota —3.33 sa nachddza v oblasti jej zamietnutia.
Tvrdenie agentury, Ze priemernd cena pozemkov centrélnej ¢asti Tokia za prvych Sest mesiacov roku 1986

vzrastla 0 49%, mdzeme zamietnut. n
Hyp <y,
o lI-a
e 0 t
}
Oblast’ zamietnutia H, 0 t

Obr. 8.1.2: Jednostranny test parametra |1

= Priklad 8.2 Vyrobca uviddza, ze priemernd zivotnost nim vyrdbanych reflektorov je 70 hodin. Kon-
kuren¢nd firma sa domnieva, Ze je v skuto¢nosti nizsia, preto sa rozhodla dokdzat, Ze vyrobcovo tvrdenie
nie je spravne. Ndhodne vybrala 20 reflektorov a zistila, Ze ich priemern4 zZivotnost bola 67 hodin a $tan-
dardnd odchylka bola 5 hodin. Na hladine vyznamnosti o¢ = 0.05 overme, ¢i vyrobcovo tvrdenie je
skuto¢ne nespravne.

Uréime nulovt hypotézu Hp : ft = 70 a alternativnu hypotézu Hy : pt < 70. Vypoditame testovaciu
$tatistiku

XM 6770 A5 5683
S, 5
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Hyp>p,

0 Oblast’ zamietnutia H,

Obr. 8.1.3: Jednostranny test parametra L

Hodnotu testovacej Statistiky porovndme s kritickou hodnotou

9

n—1
() — {9 — —1.73.

1

o = hho

Na ziklade toho mézeme hypotézu Hy zamietnut, nakolko 7' < _t(()1995) , a teda prijimame hypotézu H;.
Cize domnienka konkuren¢nej firmy sa potvrdila. n

Testovanie parametra i ak je sibor vefky (n > 30)
Nulova hypotéza: Hy : 1= Uo.

Testovacia $tatistika:

T:x;uo-\/ﬁ, resp. T = ;uo\/ﬁ,

a) alternativna hypotéza: Hi .y # U,

oblast zamietnutia Hy: 7| > u e,
b) alternativna hypotéza: Hy:p < o,

oblast zamietnutia Hy: T < —uj_qg (lavostranny test),
c) alternativna hypotéza: Hy: > U,

oblast zamietnutia Hy: T>u _q (pravostranny test).

m Priklad 8.3 Priemerny ¢as uskuto¢nenia urditej vypoctovej tlohy na poditadije 4.56 sektind. Skupina
vyskumnych pracovnikov testovala niekolko novych algoritmov, u ktorych predpokladali, Ze by mohli
zvysit rychlost vypoctu danej dlohy. O algoritme, ktory vyvinuli, nevedeli povedat, ¢isa priemernd rychlost
realizdcie ulohy zvysila, znfZila, alebo zostala bez zmeny. Z toho dévodu sa rozhodli otestovat Stati-
stickd hypotézu, ze priemerny (as realizicie vypoctu zostal bez zmien oproti alternative, Ze priemerny
¢as vypoctu sa zmenil. Néhodne uskutocnili 200 pokusov vypoctu rdznych uloh, pri ktorych zisto-
vali priemerny cas vypoctu réznych tloh, pri ktorych zistili priemerny ¢as ich realizicie 4.23 sekiind
(¥ = 4.23) a vyberovou Standardnou odchylkou 2.5 sekind (S = 2.5).

Mobzeme na hladine vyznamnosti & = 0.1 urobit zdver, ze priemerny ¢as vypoctu nového algoritmu sa
znizil?

Zapiseme nulovt a alternativnu hypotézu
Hy: H = 4.56,
Ho:u< 4.56.
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Rozsah je vidsi ako 30, preto pouzijeme Statistiku

X 423—4.
=" S“O = %.\/200: —1.867.

Nisledne zistime, ¢i patri do oboru prijatia, pre ktory plati
T < —U]l—q = —UY)90 = —1.28.

Vidime, ze nepatri do oboru prijatia hypotézy Hy, preto musi patrit do oboru zamietnutia hypotézy Hy, a
teda na hladine vyznamnosti 0.1, mdzZeme tvrdit, Ze priemerny ¢as vypoctu nového algoritmu sa zrychlil.

Testovanie parametra o
Nulova hypotéza: Hy: o0 = oyp.
Testovacia $tatistika:

2
2 _ (}’l B 1) Sx
2 9’
X0
a) alternativna hypotéza: H, : 0 # oy,
oblast zamietnutia Hy: x> < )(12_2,(”_1) alebo x2 > x%,(n_]),
2 27
b) alternativna hypotéza: H, : 0 < oy,
oblast zamietnutia Hy: x> < )(12_ as(n—1) (lavostranny test),
c) alternativna hypotéza: H;:0 > 0y,
oblast zamietnutia Hy: x> xé,(nfl) (pravostranny test).
H, ¢ #0c,
a a
2 2
l-a
2 2
0 X 1—% X%
Oblast Oblast’ zamietnutia H,

zamietnutia H,

Obr. 8.1.4: Obojstranny test parametra G

u Priklad 8.4 Standardni odchylka obsahu uritej ltka v tabletich, ktoré vyréba farmaceuticky podnik,
nesmie prekrocit hodnotu 0.45 miligramu. Ak prekrodi tito hodnotu, musf sa urobit korekcia v nas-
taven{ vyrobnej linky. Kontrol6r ndhodne vybral 25 tabliet a zistil, Ze rozptyl obsahu sledovanej létky je
0.3383. Aky ma urobit zdver, ak priptsta pravdepodobnostnt chybu I. druhu 5% (hladina vyznamnosti
o = 0.05)?

n=25 a=005  o0y=045  S*=0.3383,
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H; c <o,
o 1-a
2
O X I-a
Oblast’

zamietnutia H,

Obr. 8.1.5: Jednostranny test parametra &

H,c>o,

Oblast’ zamietnutia H,

Obr. 8.1.6: Jednostranny test parametra G

Hy:0=045,
H,:0 > 0.45.

Vypocitame testovaciu Statistiku

—1)8 (25—-1)-0.
2= (n 2)Sx :( 5-1) 023383 40,095,
o, (0.45)

Kritickd hodnota je xi;(nfl) = )(305;(24) =36.415.
40.095 > 36.415.

Hodnota testovacej $tatistiky sa nachddza v oblasti zamietnutia hypotézy Hp, na hladine vyznamnosti
0.05 mozeme tvrdit, ze variabilita obsahu danej ldtky v tabletkich je vyssia ako pripustnd norma hodnoty,
a preto je nutné vykonat korekciu nastavenia vyrobnej linky. .
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Porovndvanie dvoch suiborov

Casto sa v praxi stretivame so situiciou, ked chceme porovnat dva stibory. Tym mdme na mysli porov-
nat parameter strednej hodnoty p tychto dvoch suborov, j. & je jeden vicsi alebo mensi ako druhy
resp. &i sa rovnajd. Zistujeme, ¢i su tieto subory reprezentatami toho istého normalneho rozdelenia
pravdepodobnosti N (i, ©), alebo nie.

Pri porovnivani priemerov dvoch siborov mézeme testovat niekolko hypotéz. Zaujimat nis moze, ¢i sa
priemery rovnaju alebo nie (obojstranny test), alebo i je jeden mensi resp. vicsi ako druhy (jednostranny
test). Pre uvedené situdcie mézeme sformulovat nasledovnd nulovi hypotézu:

Hy: =W

proti alternativnej hypotéze

Hy @ Wy # o, resp. Hy @ [y > Ho, alebo Hy @ 1y < .

Test o zhode priemerov, ak su stibory vefké (n > 30)a o}, 0, pozndme

To, ze stibory st velké, teda n > 30, je myslené ako suma posetnosti oboch stiborov, tj. n = n +n,.
Nulové hypotéza: Hy:u = Ww.

Testovacia $tatisika:

X1 — X

yo B-%) |
2 2

(0 O

or 9%

ni ny

a) alternativna hypotéza: Hy:uy # W,

oblast zamietnutia Hy: |U| > up_g,
b) alternativna hypotéza: Hy: g < uo,

oblast zamietnutia Hy: U< —uj_q (lavostranny test),
c) alternativna hypotéza: Hy g > o,

oblast zamietnutia Hy: U>uj_q (pravostranny test).

= Priklad 8.5 Vyber lokality pre novy obchodny dom zévisi na mnohych faktoroch. Jednym z nich je
uroven prijmov domécnosti v oblasti okolo navrhovanej lokality. Predpokladajme, ze velky obchodny
dom sa rozhoduje, ¢i mé postavit svoj dalsi obchod v meste A alebo v meste B. Hoci naklady stavby st
nizie v meste B, spolo¢nost sa rozhodla, Ze bude stavat v meste A, ak st tu priemerné mesa¢né prijmy
domadcnosti vyssie ako v meste B. Prieskum u 100 nidhodne vybranych domdcnosti kazdého mesta zis-
til, Ze ich priemerny mesa¢ny prijem je v A 4380,- Sk, v meste B 4050,- Sk. Z inych zdrojov je znime,
ze $tandardnd odchylka mesaénych prijmov domdacnosti je 520,- Sk u obyvatelov mesta A a 600,- Sk u
obyvatelov mesta B.

Mozno nahladine vyznamnosti 5% tvrdit, Ze priemerné mesaéné prijmy domécnosti v meste A prekracuja
priemerné mesacné prijmy v domdcnosti v meste B? Predpokladajme, Ze prijmy v oboch mestich maja
normilne rozdelenie.

Sformulujme hypotézy
Hy: = W,
Hy: > W.

Testovacia $tatistika je
(X1 —x2) B (4380 — 4050)

= —4.156.
\/012 o2 5202 6002

U=

P 100 ' 100

Oblast zamietnutia Hy pre & = 0.05je U > uj_¢ (41— = tg.95 = 0.1645) .
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Testovacia Statistika sa nachddza v oblasti zamienutia, preto mozeme na hladine vyznamnosti &¢ = 0.05
zamietnut hypotézu Hy a potvrdit hypotézu Hy, ze priemerné mesa¢né prijmy domacnosti v meste A st
vy$sie ako v meste B. .

Test o zhode priemerov, ak su sibory malé (» < 30) a o}, 0, pozndme
Nulové hypotéza: Hy: = W,
Testovacia $tatistika:

X1 — X

v %) :
2 2

of O
o, %

ni ny

a) alternativna hypotéza: Hy:wy # W,

oblast zamietnutia Hy: |U| > tfnj anz),
b) alternativna hypotéza: Hy: 2< U,

oblast zamietnutia Hy: U< —tfril;r n2=2) (lavostranny test),
c) alternativna hypotéza: Hy > o,

oblast zamietnutia Hy: U > tf"j ; =2) (pravostranny test).

Test o zhode priemerov, ak sibory su vefké(n > 30) a o;, 6, nepozndme

V pripade, ze nepoznime smerodajné odchylky o7, 03 jednotlivych stborov a tieto st velké (n > 30),
moézeme tieto parametre nahradit ich odhadmi Sy, Sy, (vyberové standardné odchylky) a testovacia
Statistika bude mat pre nulovd hypotézu Hy : fty = Lo tvar

M G k)
2 2
5, %
nmoom

Pre oblasti zamietnutia bude platit:
a) alternativna hypotéza: Hy:pwy # W,

oblast zamietnutia Hy: |U| > Up_g,
b) alternativna hypotéza: Hy: g < U,

oblast zamietnutia Hy: U< —uj_gq (lavostranny test),
¢) alternativna hypotéza: Hy:uy > W,

oblast zamietnutia Hy: U>u_q (pravostranny test).

m Priklad 8.6 Pred niekolkymi rokmi uzivateliakreditnych kariet tvorili niekolko segmentov. Vieobecne
u fudi s vys$simi prijmami a vydavkami prevazovala tendencia vlastnit kartu American Express, kym ludia
s niz§imi prijmami a vydavkami vyuzivali viac VISA karty. Z tohto dévodu VISA zintenzivnila svoje
usilie viac preniknut i do skupiny obyvatelstva s vy$$imi prijmami a pomocou reklim v ¢asopisoch a
televizif sa snazila vytvorit u ludf vi¢s{ dojem. Po uréitom Case poziadala konzulta¢na spolo¢nost, aby
zistila, ¢i sa priemerné mesacné platby prostrednictvom American Express kariet Gold Card priblizne
rovnaja platbdm realizovanymi VISA kartami Preffered VISA. Spolo¢nost urobila prieskum, v ktorom
nihodne vybrala 1200 drzitelov kariet Preffered VISA a zistila, Ze ich priemerné mesacné platby boli
4528 s vyberovou $tandardnou odchylkou 2128$. Nezévisle od tohto vyberu ndhodne vybrala 800 vlast-
nikov kariet Gold Card, ktorych priemerné mesaéné platby predstavovali 523$ s vyberovou Standardnou
odchylkou 185%. Dritelia oboch kariet boli z prieskumu vylaceni. Potvrdzuja vysledky vyberového
zistovania rozdiel medzi vyskou priemernych platieb realizovanych kartami Gold Card a VISA Prefferd,
overme tento predpoklad na hladine vyznamnosti 0.01.
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Sformulujme hypotézy.

Hoy : = o,

Hy:py # Wo.

Testovacia $tatistika je
X1 —X 452 — 523

A G N ) _ qom.

2 2 2122 1852
%0 0w =
m 1200 " 800

Pre ¢ = 0.01 je Ml,% = Up.995 = 2.58.

Oblast zamietnutia H je \U| > u;_ a3 tj. —7.927 > 2.58. Vidime, Ze testovacia Statistika do nej patri. Na
zaklade ¢oho mézeme tvrdit, Ze medzi priemernymi platbami realizovanymi prostrednictvom uvedenych
dvoch kreditnych kariet st $tatisticky vyznamné rozdiely "

Test o zhode priemerov, ak su sibory malé (» < 30) a o;, 6, nepozndme

Ak Standardnd odchylku nepoznime, porovnavanie Uy, 4y pomocou nezdvislych ndhodnych vyberov
malého rozsahu vyZzaduje okrem nezévislosti vyberov a normality rozdelenia zdkladnych stborov aj dalsiu
podmienku a to, Ze rozptyly oboch zikladnych suborov st si rovné (o 12 = 622 ). Ozna¢me tento spolo¢ny
rozptyl oboch zdkladnych stiborov 62. Jeho hodnotu samozrejme taktiez nepoznéme, ale vieme ho
odhadnut pomocou spolocného vyberové rozptylu S?) vyberovych rozptylov. Odhad rozptylu zikladného
prvého siboru md (n; — 1) stuptiov volnosti a odhad rozptylu zdkladného druhého suboru ma (n, — 1)
stupnov volnosti. Vztah pre vypocet spolo¢ného vyberové rozptylu ma tvar

S2 — (nl_l)S)zcl—i_(nZ_l)S/%z
p n+ny—2

Odhad $tandardnej chyby rozdielu priemerov (¥ — X ) je dany vztahom

(11
S =\ \ 0 Ty )

Testovacia $tatistika pre test zhody priemerov dvoch zakladnych siborov, za predpokladu rovnosti ich
rozptylov, pri malych vyberoch suborov, pre nulovii hypotézu Hy : 1 = Uy, potom je

(X1 —X2)
11\ |

SZ _ _

p("1+”2>

a) alternativna hypotéza: Hy:uy # W,

U=

oblast zamietnutia Hy: |U| > tl('il;rnz_z),
b) alternativna hypotéza: Hy: 2< U,

oblast zamietnutia Hy: U< —tﬁl ;r n2=2) (lavostranny test),
c) alternativna hypotéza: Hy: > U,

oblast zamietnutia Hy: U> tl(’il ;_ n2=2) (pravostranny test).

= Priklad 8.7 Vyrobca prehrivacov kompakenych diskov chee zistit, ¢i nim navrhované malé znize-
nie cien jeho vyrobkov je dostatoéné pre zvysenie objemu ich predaja. Ndhodnym vyberom tdajov o
14 tyzdennych trzbich v jednom obchode pred zniZenim cien zistil, ze priemerné tyzdennd trzba bola

39 600 korun so standardnou odchylkou 5 060 kortin. Ndhodnym vyberom 11 tyzdennych trzieb za jeho
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vyrobky po zniZzen{ ich cien zistil, Ze priemernd tyzdennd tfzba bola 41 200 kortn so Standardnou od-
chylkou 4 010 kortn. Dokazuji uvedené tdaje, ze malé zniZenie cien je dostatoéné pre zvysenie predaja
CD prehrévacov, ak pouzijeme hladinu vyznamnosti 0.052

Zistujeme, ¢i objem predaja pred znfZenim ( sabor ¢. 1) je nizsi, ako objem predaja po zniZzeni (subor
¢. 2). Ide o lavostranny test, kde nulov4 a alternativna hypotéza st formulované

Hy: W = W,

Hy oy < o

Predpokladime, Ze rozptyly oboch siborov st rovnaké. Testovacia Statistika je

y_ (W) (39600 -41200)

S2 l_‘_l S2 l_|_i
P ni ny p 14 11

kde spolo¢ny vyberovy rozptyl je rovny

@ 13-5060% + 10 - 40107

— 7
2 5 =2.146 % 10

a po dosadeni dostivame
U =-0.857.

Oblast zamietnutia nulovej hypotézy na hladine vyznamnosti & = 0.05 je

(m4m—2) _ (14+11-2) _  (23) _
U< -1, = —1 95 = —1y9s = —1.714.
Hodnota testovacej Statistiky sa nachddza v oblasti prijatia, preto mézeme na hladine vyznamnosti o =
0.05 tvrdit, ze vyrobcom navrhnuté znfZenie cien CD prehrivacov neprinieslo vzrast objemu predaja.



Koreldciou rozumieme vzdjomny linedrny vztah (zdvislost) dvoch nihodnych premennych X a Y. Tento

vztah moze byt priamy, tj. s rastiicimi hodnotami jednej premennej rastt hodnoty druhej premennej, resp.
nepriamy, tj. s rastdcimi hodnotami jednej premennej klesaji hodnoty druhe;.

9.1 Koeficient kovariancie

O tom ¢i st dve premenné X a Y vo vzdjomnom priamom linedrnom vztahu, alebo nepriamom, sa mézeme
presved<it pomocou koeficientu kovariancie premennych X a Y, ozn.: covxy. Tento je definovany

S| =

n
covxy = -;1 (xi=%)-(yi—y)=xy—%-J.

1

Kladn4 hodnota kovariancie (covxy > 0), indikuje priamy linedrny vztah medzi premennymi X a Y.
Ziporna hodnota kovariancie (covxy < 0), nepriamy priamy linedrny vztah medzi premennymi X a Y.*

p Kovarianciu mozno definovat aj ako
covxy =E(XY)—E(X)-E(Y),

¢o bolo naznacené v druhej rovnosti vztahu defingjuceho kovarianciu.

Kovariancia tej istej premennej je definovana

covxx = l'i(xi—f)'(xi—i) =

n = i (x; —x)> = D(x) = 62.

=1

S|=

'V tejto &asti, kvoli prehladnosti, uptstame od oznadenia ndhodnych premennych gréckymi pismenami & a namiesto
oznalenia &1, &, ... budeme v daliom pouzivat oznalenie X, Y. . ..
*Ak st premenné X a Y tplne nezdvislé, potom covxy = 0.
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Koeficient korelacie

Podla koeficientu kovariancie vieme urcit, ¢i dané si premenné priamo alebo nepriamo zavisl¢, ale nevieme
urcit mieru variability spdsobend linearitou, teda nevieme urcit do akej miery st premenné linedrne zavislé.
Sila linedrneho vztahu dvoch premennych v zékladnom stbore je dand koeficientom koreldcie rxy, ten
moze nadobudat iba hodnoty z intervalu (—1;1).

Hodnoty blizke —1 sa interpretujt ako vysokd nepriama linedrna zdvislost a naproti tomu hodnoty blizke
1 zas indikuja vysoks priamu linedrnej zdvislost.

Hodnoty blizke 0.5 interpretujeme ako slabii linedrnu zdvislost.

Ak st viak hodnoty blizke nule, nemézeme tvrdit, Ze premenné X a Y st nezdvislé, alebo to, Ze st linedrne
nekorelovatelné, ¢im mime na mysli napr. nelinedrnu zévislost.

Predpokladajme, Ze pozndme n pirov dvojic hodnot [x;,y;] premennych X a Y ziskanych ndhodnym
vyberom prei = 1,2,...,n ttistickych jednotiek zo zdkladného saboru. Potom sila vzdjomnej linedrnej
zavislosti premennych X a ¥ merani koeficientom koreldcie siboru ryy je definovand

Pouzitim odhadov dostdvame
Xy—X-y
rxy = ;

Va2 =2/ y2 -3

a po tplnom vyjadreni bude mat vztah, tzv. Pearsonov’ koeficient koreldcie

n n n
n-y xi')’i—lei' Zl}’i

i=1 i= j

n n 2 n n 2.
n- Y- (_Z Xi) [n _;y%— (;1)’1')

i=1 i=1

rxy =

Pomerne vysokd hodnota koeficientu koreldcie (|| > 0.7) znamend, ze medzi premennymi X a Y je vysokd
vzdjomnd linedrna zévislost, ale to neznamen4, Ze medzi premennymi existuje aj vysokd pricinnd zévislost,
pretoze moze existovat dal$ia premennd napr. Z, od ktorej je premennd Y taktiez linedrne zévisld a ktorou
sa lepsie vysvetli variabilita hodndt premennej Y.

Stupen pric¢innej zévislosti premennych X a ¥ urcuju koeficient determindcie, definovany v dalsom.

Koeficient determindcie

Stupen pricinnej zavislosti premennej Y od premennej X vyjadruje koeficient determindcie, definovany
ako druhd mocnina koeficientu korelcie 7. Vo vyberovom stibore ho oznatujeme 2.

Interpreticia koeficienta determinicie vychddza z analyzy variability (rozptylu) zévisle premennej Y, ktort
by mala do znaénej miery vysvetlit variabilita nezdvisle premennej X za predpokladu, ze od nej linedrne
z4visi velkost hodnot Y.

Ak napr. r = 0.7, potom r* = 0.49, &o znamend, ¥e iba 49% variability premennej Y sa dd vysvetlit
linedrnym vztahom s premennou X (regresnou priamkou). Pretoze 51% variability premennej Y zostalo
nevysvetlenej linedrnym vztahom s premennou X je zrejmé, Ze model bol zvoleny nevhodne (namiesto

linedrnej zavislosti sa mala uvazovat nelinedrna zavislost).

n Priklad 9.1 Pracovnik persondlneho oddelenia uréitého podniku citi, Ze existuje vztah medzi po¢tom
dni absencie v prici a vekom pracovnika. Néhodne vyberie pracovné ziznamy 1o pracovnikov a ziska

3 Karl Pearson (* 27. 3. 1857 — T 27. 4. 1936) bol anglicky matematik a filozof, zdstanca machizmu.
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udaje o ich veku v rokoch (ndhodnd premennd X v rokoch) a poéte dni, v ktorych nenastapili do préce
pocas kalenddrneho roka (ndhodnd premenna Y).
Udaje st uvedené v tabulke

xp: || 271613723146 |58 |29 |36 64|40
yi:| 1576 |10{18|9 |7 [14|11|5 |8 |

Za predpokladu, ze medzi poétom dni absencie a vekom pracovnika je linedrna zévislost, posudte, ¢i je
priama alebo nepriama.

Vypocitajte koeficient koreldcie a koeficient determindcie.

Medzivysledky ziskame z tabulky, ktort mierne modifikujeme

(nlls [0 | 8 [ 5 %]
1 27 | 15 729 225 | 405
2 || 61 6 3721 36 366
3 37 | 10 | 1690 | 100 | 370
4 1 23 | 18 529 324 | 414
5 || 46 9 2116 81 414
6 || 58 7 3364 49 406
70 29 | 14 841 196 | 406
8 36 | 11 | 1296 | 121 | 396
9 || 64 5 4096 25 320
10 | 40 8 1600 64 320

| ¥ [[421]103 [ 19661 | 1221 | 3817 |

Medzivysledky zapiseme este raz

n = 10,
n
Y oxi = 421,
i=1
n
Yy = 103,
i=1

n
Y xi = 19661,
i=1
Y yi = 1221,
i=1
n
Y xioyi = 3817.
i=1

Pre vypocet kovariancie je najvhodnejsie pouzit vztah

n n n
LXiyi .Zl Xi ,Zl Vi
i= i=

covxy = X-y—X-y= i=1
n n n
3817 421 103 5193
10 10 10 100

Medzi po¢tom dni absencie v roku a vekom pracovnika je nepriama linedrna zdvislost (s rastiicim vekom
pocet dni v roku, v ktorych pracovnik nenastipi do price bez udania dévodu, klesa).
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Dosadenim do vztahu

covxy —51.93

= = = —0.93262.
XY oo, 13.917-4.001
kde 6, a 6y sme odhadli ako
n 2 n 2
L in Y x
o} = ¥x-xx=2-r="0[E
n n
19661 (4217
= — (=) =19s.
5 <10> 93.69,
ateda oy = v193.69 =13.917,
n 2 n 2
25 =2 iglyi iglyi 1221 103\ 2
Y n n 10 10

ateda 67 = /16.01 =4.001.

Dalsia moznost je dosadit priamo do vztahu Pearsonovho koeficientu korel4cie

n n n
neY XiVi— L Xt LY
=1 i=1 i=1

=

rxy =
n 5 n 2 n ) n 2
”‘in_<zxi> : n'Zyi—<Zyi>
i=1 i=1 i=1 i=1
_ 10-3817—421-103  _0.03254.
V/(10-19661 —4212) - (101221 — 1032)
Koeficient koreldcie r = —0.93 interpretujeme ako vysoku nepriamu linedrnu zévislost medzi po¢tom

dni absencie v roku a vekom pracovnika.
Koeficient determincie r2 = (—0.93)* = 0.8649 znamen4, e 87% variability poctu dnf absencie v
roku je vysvetlend vplyvom veku pracovnika a 13% variability poctu dni absencie v roku mozno vysvetlit
inymi pricinami ako je linedrnost medzi premennymi X a Y.

| |
m Priklad 9.2 Skupinu 100 ndhodne vybratych manzelskych parov sme roztriedili podla veku manzelky

(X) aveku manzela (). Charakterizujte stupen zdvislosti medzi vekom manzela a vekom manzelky koe-
ficientom korelicie.

| X\Y [[15-25]25-35[35-45[45-55[45-60 | 65-75 |

15-25 11 7

25-35 1 17 8 1

35—-45 2 18 1

45 —-55 2 13 3

45 —-60 1 6 1
65—175 1
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| X\Y [[15-25[25-35[35-45[45-55[45-60[65-75] Y |njx-x|njr-x|
15-25 11 7 18 | 18-20 [ 18-20°
25-35 1 17 8 1 27 | 27-30 | 27-30°
3545 2 18 5 1 26 | 26-40 | 26-407
4555 2 13 3 18 | 18-50 | 18-50?
45 —60 1 6 1 8 8-60 | 8-607
65—75 1 2 3 3-70 | 3-70°
Y 12 26 28 20 11 3 100 | 3800 | 161600
njy-y | 12-20 | 25-30 | 28-40 | 20-50 | 11-60 | 3-75 | 4010
njy-y* || 12-20° | 25-30° | 28-40% | 20-50% | 11-60% | 3-75% || 177300
_ 1 ¢ 1
X = NFZI(HJ’XXJ):T()()3800:38O’
y ! i( ) L 4010=40.1
YTONTEYT 00 ’
2 = 2 i( 2) = L 161600 = 1616.0
X = N P njx-XxXj)= 100 = .0,
»? 1 i( 2) L 177300 = 1773.0
Y N =) 00 ’
7 o= - i( )= (11-20-20+7-20-30
X e —_— n:~X;- )= — . . . .
VTN E Y 00

4£1-30-20417-30-30+8-30-40+1-30-50
424030+ 18-40-40+5-40-50+ 1-40- 60
42.50-40+13-50-50+3-50-60
4+1-60-50+6-60-60+1-60-70
+1~70-60+2~70-70>

covxy =xy—x-y=1675—-38-40.1 = 151.2,

T'xy

— X x—X-x=x>—X = 1616 —38%> = 172.0,
=y y—F-y=y2 =3 = 1773 —40.1> = 164.99,
_covxy 151.2

= = =0.89755.
0x-0y +/172.0-164.99

Koeficient korelacie indikuje silnt priamu linedrnu zévislost medzi vekom manzelky a manzela.

2
r xy

=0.897552% = 0.80560.

Z koeficienta determindcie vidime, Ze az 81% variability je vysvetlend linedrnou zdvislostou. n
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V predoslom priklade boli hodnoty dané inak ako sme boli zvyknuty doteraz. Boli zapisané tzv. kontin-
gencnej tabulke, kde kazdému policku reprezentujicemu dvojicu hodndt oboch stiborov, prislichala
dand pocetnost. Pri rieSeni sme rozmiestnenie pocetnosti nélezite vyuzili. Pouzitim tabulkového editora
sa zrejme aj samotné rutinné vypocty zrychlia.



10.1

Ak existuje medzi premennymi X a Y vyznamnd linedrna zavislost, gj. koeficient korel4cie je $tatisticky

vyznamny, bude nds zrejme zaujimat aj rovnica priamky, ktor4 tdto zévislost medzi premennymi X a Y
najlepsie charakterizuje. Urcenie regresného modelu je dolezité pre urcenie neznimej zévislej premennej ¥
pre hodnotu nezévislej premennej X.

Z matematiky pozndme linedrny vztah ako stbor dvojic [x, y], ktoré leZia na priamke Y = aX + b. V prak-
tickych situdcidch, akymi sa zaoberi $tatistika, vztah medzi premennymi X a Y nie je funk¢ne linedrny,
pretoze namerané hodnoty [x;,y;] nelezia na priamke, ale majt tendenciu ju vytvérat. V takomto pripade
hovorime o $tatistickej linedrnej zévislosti.

Regresnd priamka

Predpokladajme, Ze testujeme dve fyzikdlne veli¢iny X a Y, medzi ktorymi existuje linedrna zdvislost
Y =PBo+Bi-X.
Parametre f3, Bi st nezndme. Preto urobime experiment, pri ktorom sa zistuji hodnoty dvojic [x, y].

Meranie hodnot x prebicha celkom presne, ¢asto je mozné x nastavovat na vopred dant droven, zatial ¢o
y sa meria s chybou. Preto zavidzame Statisticky model

yi=Po+Pi-xi+g&,  prei=12,...n,

kde

i je i-ta hodnota premennej Y vo vyberovom subore,

Bo je velkost premennej Y, ak premennd X = 0, v zdkladnom subore,

Bi je regresny koeficient v zdkladnom subore, ktory uddva o kolko sa zmeni y;, ak sa x; zmeni o 1
mernt jednotku,

X je i-ta hodnota premennej X vo vyberovom subore,

& je ndhodnd chyba premennej ¥ pre i-te pozorovanie s rozdelenim N (0, 62).
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Odhad parametrov ) a ;
Parametre sa odhaduja metddon najmensich stvorcov. Minimalizuje sa stcet $tvorcov odchylok medzi
nameranymi a teoretickymi hodnotami Y

n

Q(Bo,B1) =Y. (Yi— Bo— Bi - x;)* — min.

i=1

Co vedie na systém linedrnych rovnic pre regresnd priamku

n n
Bo-n+pi- _lei = Zlyi,
i= i=

n n n
Bo- _lei-irﬁl : _leiz = .Z]xi‘yi-
= 1= 1=

Roznymi algebrickymi dpravami sa d4 dosiahnut, ze koeficienty priamky By, B1 mozno vypoditat aj podla
inych vztahov, ktoré st uzito¢né najmi vtedy, ak nepozndme hodnoty [x;,y;] vyberového stiboru, ale
poznidme jeho charakteristiky, ako st priemery premennych X a Y, standardné odchylky X a Y resp.
rozptyly, kovarianciu premennych X a Y, koeficient koreldcie. Pre koeficienty regresnej priamky potom

plati

covxy Ox
=Trxy- )

X Oy
Bo=y—Bix.

= Priklad 10.1 Na ziklade tdajov z prikladu 9.1 vytvorme bodovy odhad regresnej priamky zdvislosti
poctu dni absencie a veku pracovnika, a zdroven vytvorme bodovy odhad poctu dni absencie 25 ro¢ného

B =

(10.2.1)

pracovnika.
Z prikladu 9.1 vieme, ze

n = 10,
n
Y xi = 421,
i=1
n
Z)’i = 103,
i=1
n
Y xi = 19661,
i=1
n
Y i = 1221,
i=1
n
in-yi = 3817.
i=1

Po dosadeni do ststavy

n n
Bo-n+Bi-Y xi = Y v
i=1 i

n n n
Bo- Y xi+Bi-Y. x5 = Y xiy,
i=1 i=1 i
dostaneme

Bo-10+B;-421 = 103,
Bo-421+4B;-19661 = 3817,



10.2 Odhad parametrov By a B; 85

ktorej rieSenim dostaneme koeficienty By = 21.587 a B; = —0.268 a regresnd rovnica m4 tvar
y=21.587—-0.268 - x.

Bodovy odhad poctu dni absencie 25 roéného pracovnika vytvorime jednoduchym dosadenim do regres-
ného modelu hodnoty x; = 25

yi =21.587—-0.268 - 25 = 14.887.

Di sa ocakdvat, Ze priemerny pocet dni absencie 25 ro¢ného pracovnika bude priblizne 15 dnivkalenddrnom
roku. n

m Priklad 10.2 Odhadnime parametre regresnej priamky z prikladu 9.2.

Pouzitim vzorcov (10.2.1) dostdvame

covxy 151.2
= =——=0.87907
B o, 172 ’

Po = 40.1-0.87907-38 =6.6953,

a teda regresnd priamka ma tvar

y=06.6953+0.87907 - x.






Numerickd matematika






11.0.1

V odbornej praxi sa ¢asto stretdvame s matematickym modelovanim procesov a ich simuldciou. Pri tychto
procesoch je nutné riesit sekunddrne matematické tlohy, ktorych analytické riesenie nie je s praktickych

dévodov mozné alebo redlne. Preto sa pévodnd tloha transformuje na tlohu, ktord koneénym poctom
krokov dospeje k pribliznému rieseniu s pripustnou odchylkou, tzv. aproximdcia.

Pod pojmom numerické metddy rozumieme metddy ziskavania pribliznych vysledkov (rieseni tloh) s
vopred stanovenou presnostou (pripustnou chybou).

Chyby pri numerikych vypoctoch

Uvedieme si niekolko moznych zdrojov chyb pri numerickych vypoctoch, zddraznime ich vyznam a
spdsoby ich eliminacie.

Zdroje a typy chyb

Chyby matematickébo modelu - vznikaji nahradenim fyzikdlnej simuldcie matematickym modelom, napr.
popis redlneho fyzikdlneho javu diferencidlnou rovnicou.

Chyby vstupnjch ddt - nepresnosti pri meran{ vstupnych fyzikélnych velic¢in.

Chyby numerickej metddy - vznikaja pri ndhrade matematického modelu jednoduchsou numerickou
tlohou, g. ndhrada nekoneéného procesu koneénym (koneény pocet krokov).

Chyby zaokriblovacie - vznikaja zaokrahlovanim na kone¢ny pocet desatinnych miest. Tieto chyby sa
mdzu navzdjom rusit ale i kumulovat, a tym, pri velkom pocte operécii, Gplne znehodnotit vysledok.

11.0.2 Definicia chyby

Definicia 11.0.1 Predpokladajme, Ze § je presné rieSenie tlohy, a nech x je jej priblizné rieSenie
(aproximdcia).
Potom



Q0 Kapitola 11. Chyby numerickych algoritmov

sa nazyva absoliitna chyba aproximécie x a

E—x

RE(x) = .

sa nazyva relativna chyba aproximicie x.

R Relativna chyba aproximicie byva ¢asto uvddzand v percentich.

Nakolko presnt hodnotu zrejme nepoznidme, maji v numerickych modeloch délezitt dlohu tzv. odbady

chyb.
Definicia 11.0.2 Neziporné &islo ME (x) spltajtce
|& —x| < ME(x), resp. & € (x—ME(x);x+ME(x))

sa nazyva odbad absoliitnej chyby aproximicie x a
nezdporné &islo MR(x) spliajice

€ —x]

x|

< MR(x), x#0

sa nazyva odbad relativnej chyby aproximécie x.

R Tiro skutoénost oznacujeme

& = x:xME(x),
& = x(1:MR(x)).

11.0.3 Zaokrahlfovanie - zaokrihfovacie chyby
Definicia 11.0.3 Nech xje redlne &fslo s vo vieobecnosti nekone¢nym dekadickym vyjadrenim (napr.
iracionélne &islo).
Potom x(9), ktoré mé d desatinnych miest, je sprdvne zaokrihlenon hodnotou ¢isla x, ak plati

1
- (d)’ <7107d.
‘X X B

Zaokruhlovacia chyba sa pocas pocetnych opericii numerického modelu neustile $iri. V lepSom pripade sa
tieto chyby v dosledku navzijom opacnych znamienok rusia, ale to vSak nie je mozné nijakym spésobom
zarucit, a preto predpokladdme horsi variant. Ako priklad znaéného Sirenia zaokrihlovacej chyby mézeme
zmienit operaciu od¢itania velmi blizkych ¢isel, alebo delenie ¢islom blizkym nule, atd..

11.1 Podmienenost numerickych Gloh a numericka stabilita algoritmov

Riesenie numerickych dloh je postup, pri ktorom priradujeme vstupnym tdajom vystupné déta’.
Ak je toto zobrazenie (priradenie vystupov k vstupom) spojité hovorime, ze numerickd dloha je korektnd
tiloba.

'Black-box systems.



11.1 Podmienenost’ numerickych dloh a numerickd stabilita algoritrov Q1

Definicia 11.1.1 Korektn4 tloha sa nazyva dobre podmienenou silobon préve vtedy, ak plati

relativna chyba vystupnych ddt
Cp = p , — =1
relativna chyba vstupnych dét

kde ¢islo ¢, sa nazyva cislo podmienenosti silohy.

Algoritmus milo citlivy na poruchy vstupnych udajov sa nazyva dobre podmieneny algoritmus.
Algoritmus s malym vplyvom zaokrthlovacich chyb na vysledky nazyvame numericky stabilny algoritmus.
Dobre podmieneny a numericky stabilny algoritmus sa nazyva stabilny algoritmus.

Cierna
skrinka

Obr. 1.1.1: Black box system






'nej rovnice

12.1

V praxi sa Casto stretivame s problematikou riesenia nelinedrnych' rovnic
) =0.

V tejto kapitole sa budeme zaoberat jednotlivymi metédami rieSenia tychto rovnic, ich konvergenciou,
podmienkami za akych konverguja alebo diverguju, ako aj samotnou rychlostou konvergencie jednotlivych
metdd.

Numerickym rieSenim nelinedrnej rovnice budeme mat na mysli hladanie korena rovnice

naintervale (a,b) (tj. hladanie & € (a,b), spliiujice podmienku f(&) = 0).

Tu treba zddraznit, ze predpokladdme spojitost funkcie na intervale (a,b) a existenciu jediného korenia
na tomto intervale. Ak tomu tak nie je, treba néjst podintervaly, na ktorych tomu tak je. To znamend
néjst body nespojitosti a rozdelit nimi vySetrovany interval, resp. separovar* jednotlivé korene na intervale
(a,b).

V dalSom, preto budeme predpokladat spojitost funkcie f(x) na intervale (a,b) a existenciu jediného
korena na tomto intervale.

Metdéda polenia intervalu (bisekcie)

Jedna sa svojim spdsobom o jednu z najjednoduchsich metéd. Je zalozend na znidmej vete diferencidlneho
poctu.

"Riesenie linedrnych rovnic spadd do oblasti linedrnej algebry, kde sa rieSenia hladaji analytickymi metédami.
*Proces separécie korefiov je vo veobecnosti dost ndroénd tloha. Samotnd myslienka lokalizicie korena je v podstate
predmetom tejto kapitoly.
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Veta 12.1.1 Nech je funkcia f(x) na intervale (a,b) spojitd a nech plati

f(a)- f(b) <O.

Potom na intervale (a, b) existuje aspoti jeden koreii rovnice f(x) = 0.

R Inak povedané, ak st znamienka funkénych hodnét krajnych bodov spojitej funkcie na intervale
navzdjom opacné, urcite musi jej graf aspon raz pretat os x-ovu.

y=f(x)

Obr. 12.1.1: Graf spojitej funkcie s navzdjom opacnymi znamienkami funkinyjch bodnét krajnych bodov intervalu
(a,b)

Prejdime teraz k samotnej metéde polenia intervalu. Tak ako uZ jej ndzov napoveds, interval (a,b)
rozdelime na dva rovnaké podintervaly, stredovym bodom xo = %£2. Ked?e predpokladdme na intervale
(a,b) spojitost funkcie a existenciu jediného koreria, polahky pomocou predoslej vlastnosti spojitej funkcie
vylaéime podinterval, na ktorom sa koren nenachddza. Tym ndm vznikne polovi¢ny interval, na ktorom
postupujeme totozne ako v predoslom kroku. Tymto spésobom vytvirame iteraénd postupnost stredov
intervalov.

Cely proces tvorby iteraénej postupnosti {x; };_, modzeme schématicky zapisat nasledovne.

Pociatoéntl iterdciu zvolime xp = # Vysetrime v ktorom z podintervalov (a,xp), (X0, b) sa nachidza
koret1 & aztizime povodny interval. To znamend, ak plati f(a) - f(xo) < 0, polozime b — X, v opaénom
pripade (4. f(a) - f(x0) > 0, resp. f(xo) - f(b) < 0), polozime a — x¢. Vytvorime takymto spdsobom
novy interval (a1, b1). V nasledujicom kroku pokratujeme analogicky, teda x; = %, kde krajné body
intervalu vznikli posunutim hranice pévodného intervalu a opit ztizime aktuilny interval na polovi¢ny
totoznym postupom. Tymto spdsobom vytvireme iteraént postupnost {x; },—_, ktor4 za danych pod-
mienok (spojitost funkcie a existencia jediného korena na vySetrovanom intervale) vzdy konverguje k
presnému rieSeniu &.

Pri predom zvolenej presnosti € préve popisany iteraény proces ukoncime, ak je presnost postacujiica’, tj.

\xk —xkfl\ <E.
m Priklad 12.1 Metddou polenia intevalu ndjdime na intervale (0; 1) koreii rovnice

F+x—-3=0,

3Rozne literatury sa stavaji k problematike presnosti a podmienke ukonéenia iteraéného procesu inak. Nasou snahou bolo,
aby této podmienka bola jednotnd pre vietky metddy, vychddzajic z predpokladu, Ze iteraénd postupnost konverguje k presnému
riedeniu, tj. plati lim, e {x, } = &. Na druhd stranu musime priznat, Ze existuju situdcie, kedy takéto kritérium nemusi byt
postacujice. V naSom kurze sa viak s takymito situdciami nestretneme. Citatela viak odkdZeme na literattru s hlb§im zdberom.
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s presnostou € = 0.01.

Postup zapiseme do tabulky, kde si budeme zapisovat jednotlivé hodnoty a, b, xx ako aj znamienko
funkénej hodnoty funkcie f (x) = e* +x? — 3 v tychto bodoch. Algoritmus si vystadi s funkénymi hod-
notamiv f (ay) a f (bx). Znamienko v f (bx) uvedieme len pre kontrolu.

|k [ ax | x | by | fla) | f ) | f(Be) ]

010 0.5 1 — - +

11 0.5 0.75 1 — — +

21 0.75 0.875 1 — + +

3] 0.75 0.8125 0.875 — — +

4 || 0.8125 0.84375 0.875 — + +

5| 0.8125 0.828125 | 0.84375 | — — +

6 || 0.828125 | 0.8359375 | 0.84375
V tomto kroku mézeme algoritmus ukon¢it, kedZe plati |xg — x5| = [0.8359375 — 0.828125| = 0.008 <
0.01 = &. Priblizné rieenie s presnostou € = 0.01 je xg = 0.84. "

y=f(x)

Obr. 12.1.2: Metdda polenia intervalu (bisekcie)

12.2 Metdda regula falsi

Princip met6dy je podobny algoritmu polenia intervalu, av§ak nebudeme dany interval polit, ale budeme
sa k presnému rieseniu blizit iteraénou postupnostou tvorenou prieseénikmi funkénych hodnét krajnych
bodov intervalu ([ax; f (ax)] a [b; f (bx)]) a osou x-ovou. Tento priese¢nik vypocitame

bk — ay
I (b) — f (ax)

Z intervalov (ax;xi) a (xg; by) vyberieme ten, ktory obsahuje koren &, tj. ten ktorého krajné funkéné

“f (br) -

xk:bk—

hodnoty maji opa¢né znamienko.

Ak plati f(ak) . f(xk) <0, poloil’me i+l =aga bk+1 = Xf.

V opaénom pripade, t. ak plati f(ax) - f(xx) > 0, poloZime a1 = X a by = by.
Ak bz f(x;) = 0, proces bz sme ukondili, nasli sme totiz koreii rovnice.

Cely itera¢ny proces ukon¢ime opit, ak pre vopred stanovent presnost €, bude platit

|xk—xk_1\ < E.
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Metdda regula falsi je vidy konvergentnd pri danych podmienkach (spojitost funkcie a existencia jedin¢ho
korena na intervale) a vo vicsine pripadov aj rychlejsie konverguje k presnému rieseniu ako metéda bisekcie.

y=fx)

gt I

S S o

Obr. 12.2.1: Metdda regula falsi

m Priklad 12.2 Metédou regula falsi ndjdime na intervale (0; 1) koreii rovnice
F+x>—3=0,
s presnostou € = 0.01.

Pre vypocet &lenov postupnosti pouzijeme vzorec
Xy =bp—

teda na ich vypocet potrebujeme konkrétne funkéné hodnoty a nie len znamienka ako v predoslom pri-
pade. Nisledne hranice intervalu (a; by) posunieme podla podmienok

Aje41 — Ak,
ag) - f(xx) <0,
f( k) f( k) bk+l — X,
v opa¢nom pripade, .
. Ak+1 = Xk
fla)-f) >0, g
Vysledky zapiseme do tabulky.
|k a | X | by | f (@) | f () | f(br) ]
00 0.73576 | 1 | =2 —0.37159 | 0.71828
1| 0.73576 | 0.82585 | 1 | —0.37159 | —0.03414 | 0.71828
2 || 0.82585 | 0.83375 | 1 | —0.03414 | —0.00291 | 0.71828

Iteraény proces ukondime, nakolko plati [x; — x| = |0.8338 —0.8259| = 0.0079 < 0.01 = €, a teda
za priblizné rieSenie povazujeme hodnotu x, = 0.83. .
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12.3 Metdéda prostej iteracie
Definicia 12.3.1 Nech g : X — X je zobrazenie.
Bod & nazveme pevnym bodom zobrazenia g, ak plati

g(6)=¢&.

p) Pevny bod funkcie je taky bod (¢islo), ktoré sa v zobrazeni danom funkciou g (x), zobrazi sim na
seba.

Graficky sa jednd o priese¢niky grafu funkcie g (x) s osouy = x.

Typickym prikladom pevného bodu pre funkciu g (x) = x3 st body (¢isla) & = —1,& =0a &3 =1:

g&) = (-1)’=-1=¢,
g&) = 0°=0=2¢&,
g(&) = P=1=¢&.

Pevny bod zobrazenia (funkcie) m4 v numerickej matematike ¢asté vyuzitie. Mnoho tloh sa d4 pretrans-
formovat na tlohu hladania pevného bodu zobrazenia, ¢im sa dostaneme k itera¢nému procesu, ktory
je za istych podmienok konvergentny. O tom za akych podmienok itera¢nd postupnost konverguje k
pevnému bodu zobrazenia nim napovie nasledujuca veta, véeobecne znima ako Banachova veta o pevnom
bode. Predtym si vSak zadefinujeme dalsiu d6lezitd vlastnost funkcii.

Definicia 12.3.2 Nech (X,d) je metricky priestor.

Nech je dané zobrazenie g : A — A, A C X.

Toto zobrazenie sa nazyva kontraktivne zobrazenie, ak existuje redlna konstanta 0 < g < 1 takd, ze
Vx1,x2 € A plati

d(g(xl)vg()Q)) < q-d(X1,X2).

p Funkcia je kontraktivna vtedy a len vtedy, ked spiﬁa Lipschitzovu podmienku pre 0 < ¢ < 1.

Veta 12.3.1 — Banachova veta o pevnom bode. Nech (X, d) je tplny metricky priestor.
Nech g : X — X je kontraktivne zobrazenie.

Potom pre toto zobrazenie existuje iba jeden pevny bod & = g (§).

A tiez pre kazdé x € X plati

gr(x) — &, k — oo,

kde symbol g (x) predstavuje k-tt iterdciu zobrazenia g, pricom pre rychlost konvergencie tejto iterdcie

plati

d(§,8(x) < g -d(&,%).

R Banachov* vetu sme uviedli v jej vSeobecnejSom tvare, tj. pre akékolvek zobrazenie definované
na uplnom metrickom systéme, nie len pre funkciu jednej redlnej premennej, pretoze v dalSom
budeme pri konvergentnom itera¢nom procese mat na mysli kontraktivne zobrazenie s jedinym
pevnym bodom.

*Stefan Banach (* 30. 3. 1892, Krakov — 1 31. 8. 1945, L'vov) bol polsky matematik, jeden z patrénov Lvovskej $koly matematiky
v predvojnovom Polsku.
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Z vyssie uvedeného vyplyva, Ze si tlohu nédjdenia korefia & rovnice
f(x)=0

transformujeme na tvar
x=g(x)

a budeme hladat pevny bod & funkcie g (x).

Ak je funkcia na hladanom intervale kontraktivna existuje na fiom jediny jej pevny bod. Tato podmienku
zaistime nasledujicou vetou.

Veta 12.3.2 Nech funkcia g (x) zobrazuje interval (a;b) do seba a m4 na tomto intervale derivéciu.
Potom, ak existuje ¢islo g € (0;1), ze plat1

g @] <q,  Vxelab),

existuje na intervale (a; b) jediny pevny bod & funkcie g (x), tak potom itera¢nd postupnost {x; };_,
definovand vztahom

Xk+1 = § (xk)

konverguje pre lubovolnt podiato¢nu aproximéciu xo € (a;b).

Pre odhad chyby plati
e =6l < 1 !Xk+1—xk!,
=&l < .
q
y=x
gx) y=gw)
gx)|

X, X X

Obr. 12.3.1: Metdda prostej iterdcie konverguje (funkcia je kontraktivna)

R Predoslé odhady chyby sd, z dovodu obtiaznosti ndjdenia koeficientu g, nepraktické. Iteraény pro-
ces preto ukoncime, ak pre vopred stanovenu presnost €, bude platit

b —xi—1] <&

n Priklad 12.3 Metddou prostej iterdcie ndjdime s presnostou € = 0.01 na intervale (—2;—1) korer

E+xr—3=0.
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g(x,)
y=g(x)
y=x
g(x)
g(x,)
/7 xXx x, X,

Obr. 12.3.2: Metdda prostej iterdcie diverguje (funkcia nie je kontraktivna)

Zadant rovnicu si upravime na vhody tvar s ohladom na skuto¢nost, ze hladdme zdporny koren

F+xX—3 = 0,
¥ = 3—¢,

x = £V3-et
Budeme hladat pevny bod funkcie
gx)=—V3—-e".

Overime podmienku pre konvergenciu iteratnej postupnosti x¢+1 = g (xx) k pevnému bodu & funkcie
g (x). Jej derivdcia je

e}C

/
X) = ———.
g () =52
Nijdeme maximum |g’ (x)| na intervale (—2; —1). Na tomto intervale plati

" ex(6fex2
3

. X . . , . , .
a teda funkcia g’ (x) = 3 \/2_7 je na tomto intervale rastiica a maximum nadobtda v pravom krajnom

bode intervalu (—2;—1), tj.

671

2v/3 —e !

Overime eSte, ¢ sa funkcia zobrazuje na intervale (—2; —1) sama do seba. KedZe je na tomto intervale

¢ (=)= <0.12=g<1.

monotdnna, stalf overit, ¢i sa zobrazia krajné body intervalu (—2;—1) do tohto intervalu

g(-2) = —\V3—e2=-169¢€(-2;—1),
g(-1) = —\VB—el=-162¢€(-2-1).

Kedze je konvergencia zaruend pre lubovolné xg € (—2;—1), zvolime si napriklad xo = —2 a podla
itera¢ného vztahu

g (1) = —V3—ek
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dostaneme nasledujtice ¢leny postupnosti iteraénd postupnost {x }_q

xo = —2.00000,

x; = —1.69253,

x, = —1.67808,

x3 = —1.67728.
Proces ukonéime, nakolko plati [x3 —x2| = |—1.67728 + 1.67808| = 0.0008 < 0.01 = € a pribliz-
nym rieSenim je x3 = —1.68. Co je nielen odhad hodnoty pevného bodu funkcie g (x) = —+/3 — e* ale
zéroven aj koreni rovnice e* 4+ x*> — 3 = 0 s presnostou € = 0.01. .

12.4 Metdéda seénic

Vychddzajic z metddy regula falsi, oznaéime krajné body intervalu xo = a ax; = b. Bodmi [xo; f (x0)]
a [x1; f (x1)] vedieme se¢nicu s osou x-ovou, priese¢nik ozna¢ime x». Nevyberdme vsak teraz interval
obsahujuci koren, ale rovno vedieme dal$iu se¢nicu bodmi [x1; f (x1)] a [x2; f (x2)] a jej priese¢nik s
osou x-ovou oznaime x3. A nésledne pokracujeme analogicky se¢nicou osi x-ovej bodmi [x2; f (x2)] a
[X3;f ()C3)], atd..

Cely algoritmus modzeme zhrnut do iteraéného dvojkrokého vztahu

Xk — Xk—1

f () = f (xe—1)

kdexo =aayg=b.

X1 = X — f (%) s k=0,1,2...,

Itera¢ny proces ukoncime opit, ak bude platit

\xk —xkfl‘ <E.

Obr. 12.4.1: Metdda secnic konverguje

R Metdda secnic je viackrokovou metédou, tj. na vypocet nasledujtcej hodnoty xi 1 potrebujeme
dva predoslé cleny iteracnej postupnosti X, xx— 1. Preto aj pociatoénd aproximécia je dvojica xo, X1,
ktorti zvi&a polozime rovnu krajnym bodom intervalu (a; b).

n Priklad 12.4 Metédou secnic rie$me s presnostou € = 0.01 na intervale (—2; —1) rovnicu

E+xr—3=0.
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y=f(x)
X, X, X X, X,
Obr. 12.4.2: Metdda secnic diverguje
Za prvotné aproximdcie si zvolime krajné body intervalu, tj. xo = —2ax; = —1. Dalsie ¢leny iteracne;j

postupnosti vypocitame podla iteraného vztahu

x» = —1.5898,
x3 = —1.7060,
x4 = —1.6763,
xs = —1.6772.

Kedze plati |x5 — x4| = |—1.6772 — (—1.6763)| = 0.0009 < €, priblizné rieSenie rovniceje xs = —1.68.

Newtonova metéda dotyénic
Mame riesit rovnicu
fx)=0.

Prendsobime tdto rovnicu diferencovatelnou funkciou g (x) (nateraz blizsie neuréenou) a upravime na
tvar vhodny pre iterdciu

x=x+g)-f(x),

tato rovnost si prepiSeme ako itera¢nd funkciu

¢ (x) =x+g(x)-f(x)

kde si funkciu g (x) volime tak, aby metdda ¢o najrychlejsie konvergovala k presnému rieSeniu, g. aby
¢’ (x) bolo v okoli koretia & blizke nule (podmienka konvergencie itera¢nej funkcie je [@’ (x)| < ¢, kde
q € (0;1), o je priamy désledok Banachovej vety o pevnom bode), a teda

90x) =148 () L)+ () /() =0,
=0

Kedze riesime rovnicu f (x) = 0, druhy s¢itanec je nulovy a dostdvame
1200 () =0,

odkial
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Itera¢ni funkcia m4 teda tvar

I
PO =y

Itera¢ny vztah Newtonovej’ metddy dotyénic ma tvar

X,
xk+1:xk—j{;((x];)), k=0,1,2...

a ukoné¢ime ho opit, ak bude platit

\xk —kal‘ <E.
p Dotycnica grafu funkcie m4 tvar

y— )= (a)- (x—x).

Pre y = 0 dostaneme préve vztah Newtonovej metddy.

y=f(x)

// X, /xl X,

Obr. 12.5.1: Newtonova metdda konverguje

y=f(x)

Obr. 12.5.2: Newtonova metdda diverguje

5Sir Isaac Newton, prezident Krilovskej spoloénosti (* 4. 1. 1643, Woolsthorpe-by-Colsterworth — T 31. 3. 1727, Kensington)
bol anglicky fyzik, matematik a filozof. Zalozil infinitezimélny pocet a formuloval prvi tedriu sily a gravitdcie. Jeho objavy v
matematike, optike a mechanike polozili ziklady pre modernt fyziku.
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Veta 12.5.1 — Fourierova podmienka. Nech vintervale (a;b) lezi jediny koreti rovnice f (x) =0
anech f’(x) a f (x) st spojité a nemenia znamienko na intervale (a; b).
Ak zvolime podiatoénti aproximéciu xg € (a;b) a plati

f(x0) - f" (x0) >0,

potom pre tito aproximaciu Newtonova metdda konverguje.

n Priklad 12.5 Newtonovou metéddou doty¢nic rieSme s presnostou € = 0.01 na intervale (—2;—1)
rovnicu

F+x*—-3=0.
Zrejme plati

ff(x) = &+2x,

ffx) = €+2
a je jasné, Ze na celom intervale (—2;—1) je f'(x) < 0a f”(x) > 0, a teda prvéd ani druh4 derivicia
nemenia na danom intervale znamienko. Kedze plati

f(=2) = e24(-2*=3>0,

f(=1) = e+ (-1)*=3<0,

zvolime za pociato¢nt aproximdciu xo = —2, aby platila Fourierova podmienka. Preto
X0 = _27
x1 = —1.7062,
xp, = —1.6775,
x3 = —1.6772.
KedzZe plati |x3 —xz| = |—1.6772 — (—1.6775)| = 0.0003 < &, za priblizné rieSenie rovnice povazu-

jeme x3 = —1.68. n






Ststavou nelinedrnych' rovnic mame na mysli systém

fl (x17x2a ce 7xn)
fo(x1,%2,. ., Xn)

f(x) = . =0, resp.
fn (x1)x25 e >xn)
f1 (X) 0
f2(x) 0
f(xl,XQ,...,Xn) = . = . )
Jn(x) 0
kdex = (x,x2,... ,xn)T.
Hlad4dme rieSenie, 4. taky vektor X = (x1,x2,. .. ,x,,)T, pre ktory plati

f(x)=0.

Uvazujme Taylorov rozvoj i-tej funkcie ststavy, pre ktort zrejme plati

fi(x+8%) = f:(x) + Z 9fi(x) Sxj+0 (8x%,8%,...).

j=1 dx;

Cleny s druhou a vy$3ou deriviciou zanedbime (tj. ® (5X2, o5x3, .. ) = 0) a bude platit odhad

fi (x4 6x) = z”:Bf,

'Rieseniu ststav linedrnych rovnic sa venuje nasledujiica kapirola.
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A celkovo teda vo vektorovom zdpise mdzeme pisat

fi(x+ 6x) fi(x) T a‘jzf{?i) S,
f(x+0x) = S (XTL ox) ~ Tk FX) S| oo | 5?62 |
I (X;F 5x) fa '(x) 2htx) 2500 5x.
o, Jr(x)

f(x+0x) = f(x)+J(x)-0x,

kde
9f1(x) 9fi(x)
8x1 ’ ’ 8x1,,
d df(x) d gz(x)
Y _ xp 77T dxyy
Jr (x) Jx (x)

sa nazyva Jacobibo matica®.
Ak polozime

f(x+0x) =0,

dostivame

Vyjadrime si x

x = Ji'(x)- | f(x+8x)—f(x) |,

=0
8x = —J7'(x)-f(x), /+x
x+6x = x—J;'(x)-f(x),

itera¢nd postupnost ma vo vektorovom zdpise tvar
X1 =X, —Jp ' (xe) £ (xi)

alebo
X1 = Xi + OX,

kde

Sx=—J; ' (x)-£(x).

Vyssie popisand metodika rieSenia nelinedrnych ststav sa nickedy oznacuje aj ako Newton-Raphsonova
metdda.

*Carl Gustav Jacob Jacobi (* 10. 12. 1804, Postupim, Nemecko, vtedy Prusko - 1 18. 2. 1851, Berlin) bol vyznamny ne-
mecky (prusky) matematik zidovského pévodu. Zaoberal sa viacerymi oblastami teoretickej aj aplikovanej matematiky, napr.
matematickou analyzou (parcidlne derivicie, diferencidlne rovnice), linedrnou algebrou, teériou ¢isel, ¢i analytickou mechanikou.
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)V pripade systému m rovnic o n nezndmych (m > n) neexistuje inverznd matica J; ' (x), a preto
pouzijeme tzv. pseudoinverzni maticu

=)

p ) Vpripade neexistencie parcidlnych derivacif podla j-tej premennej, mdZeme tito nahradit odhadom

el ()

ijr k+1) (k)
Xx; —X;

Tymto spoésobom dostivame tzv. zovseobecnendi metddu secnic.

m Priklad 13.1 Rie$me stistavu rovnic s presnostou € = 0.01

x1—x+1 = 0,
x%+x%—4 = 0.

Uréime Jacobiho maticu

Je(x) = ( 211 2—)(12 )

a zvolime si pociatocnu aproximaciu

0.8
=118 /)

Potom dostivame

fx) = xi—x+1Y) [ 08—-18+1 1\ _ 0
Vo A\ B4+d-4 ) o818 -4 ) \ —012 )
1 -1 -1 -l
Ji(x0) = <2x1 2%, )_(2-0.8 2-1.8>_< 1.6 3.6)’
odkial

I (x0) = 0.6923 0.1923
£ 0= 03077 0.1923 )°

Ur¢ime diferenciu
e _ [ 0.6923 0.1923 \ 0
ox = —Jp (x)f(x)= < —0.3077 0.1923 —0.12
_ 0.0231
N 0.0231 /-
A nasledujuci ¢len itera¢nej postupnosti je

s (08 )L (00231 _ (08231
XI=Xomox=1{ 14 0.0231 )~ \ 1.8231 )
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Takto by sme pokracovali aj v nasledujuicich krokoch a celkovo dostdvame
k k
NEE
0.8 1.8
0.8231 | 1.8231
0.8229 | 1.8229

N = O =

Iteracny proces ukoncime a zapiSeme priblizné rieSenie s presnostou na dve desatinné miesta

0.82
X~ Xy = 1.82 .



Ststavou n linedrnych rovnic o 7 nezndmych (a tymi sa budeme vyhradne zaoberat) rozumieme systém

ajxitaipxy+...+aypxy = by,
a1x1t+axoxp+...+axpx, = by, (14.0.1)
An X1 +ap2X2+ ...+ appXy, = by

Tento systém mozeme reprezentovat maticovou rovnicou

Ax=Db, (14.0.2)
X1 bl
n X2 . b2

kde A = {q; f}ijzl je matica sustavy, X=| . | je stlpcovy vektor nezndimychab=| | je
Xn bn

stlpcovy vektor pravych strdn.

Definicia 14.0.1 Vektor £ sa nazyva rieSenie systému (14.0.1), prave vtedy, ak vyhovuje maticovej
rovnici (14.0.2), tj. plati

AE =b.

R Z predoslych kurzov linedrnej algebry je ndm zndme, Ze existuje prive jedno riesenie Xq systému
(14.0.1), a to iba v pripade Ze, existuje inverznd matica Al ku $tvorcovej matici systému A, a td
existuje iba vtedy, ak je matica A reguldrna, tj. detA # 0, resp. hodnost matice A je rovnd jej stupriu
n, h(A) = n.
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R V zisade rozlisujeme dva typy metdd riesenia stistav linedrnych rovnic
1. Priame meto’dy riesenia - vypocet rieSenia pomocou priamej metddy nie je zatazeny nijakymi
systémovymi chybami met6édy (nehladdme priblizné rieSenie). Vysledok je ovplyvneny iba
chybami zaoukrdhlovania.
2. Nepriame (iteracné) metddy riesenia-vysledkom je priblizné riesenie zatazené nielen zaokrahlo-
vacimi chybami, ale aj systémovymi chybami metédy.

Cramerovo pravidio

Cramerovo pravidlo je zndma metdda rieSenia sastav linedrnych rovnic. Spociva v priradeni jednotlivym
zlozk4dm riedenia x; prlslusne podiely determinantu matice vzniknutej nahradenim prislusného i-tého
stipca matice stistavy stpcom pravych strén b a determinantu samotnej matice stistavy A.

Veta 14.1.1 Nech D je determinant matice sustavy. Nech D; je determinant matice, ktord vznikla z
matice sistavy nahradenim i-tého stlpca vektorom pravej strany. Riesenim sdstavy (14.0.2) je vektor

X = (X1,x2,. .. ,x,,)T, kde

D.
X = —, kdei=1,2,...,n.
D

m Priklad 14.1 Pomocou Cramerovho pravidla rieSme ststavu linedrnych rovnic
6x+3y—2z = 2,
x—3y+2z = 5,
2x+y+z = 9.

Matica sustavy a vektor pravych strin maju tvar

6 3 -2 2
A=[1 -3 2 |, b=]|5
2 1 1 9

Determinant matice sustavy je (nenulovy, tj. matica je reguldrna)

6 3 -2
D=|1 -3 2 |=-35.
2 1 1

Prislusné determinanty D; su

2 3 2

D = |5 -3 2 |=-35,
9 1 1
6 2 -2

D, = |1 5 2 |=-70,
2.9 1
6 3 2

Dy = |1 -3 5|=-175.
2 1 9

Riesenim je vektor

+ (Dy D, D3\' (=35 =70 —175
=(xy2) = =

T
=(1,2.5)7
357 35’ —35) (1,2,5)
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Cramerovo pravidlo m4 svoje opodstatnenie pri rieSen{ sistav s malym poé¢tom neznimych a rovnic, kedy
vieme jednotlivé determinanty lahko urcit, resp. pouzitim vhodného softwareového riesica na urcenie
hodnét determinantu. Je vsak na uvdzenie, ¢i pouzitim vypoctovej techniky, nie je vhodnejsie vyuzit
sofistikovanejsie, alebo lepsie povedané, optimélnejsie metédy hladania riesenia linedrnych sdstav, vid
nizsie.

Gaussova eliminaénd metéda

Gaussova elimina¢nd metdda riesenia sustavy je zalozend na tom, ze ststavu linedrnych rovnicAx = b
prevedieme (pomocou troch ekvivalentnych maticovych opericii) na ekvivalentnd ststavu rovnic Cx = d,
kde matica C je hornotrojuholnikovd matica. Z tohto tvaru vieme spitnou transformaciou néjst presné
rieSenie sustavy AX = b.

Nech je dand sustava Ax = b, tj.

ay Xy +aipxo+...+ayx, = by,
a1x1t+axxp+...+arpxy, = by,
Ap X1 +ap2X2+ ...+ appX, = by

Pouzijic algoritmus

for j 2:n
fori = j:n
m = (aij-1)/(@j-1-1);
a; = al-,j—aj_Lj*m;
b,'7j = bi—bj_] *m,
end
end

dostidvame sdstavu v tvare

+ a1 p—1Xn—1 + a1 ,nXn = by,

vl b = A

ajxy1t+aypxx+aizxz+...

ag%xz + aggm +...

2

a%m +...+ ag?,)l_lxn_l + a_g%ixn = bgz)?
a’(1n 1221 1*n—1 +“£¢ 12$xn = b;(qn—_12)7
aly Vx, = pi Y.

_je hornotrojuholnikovd matica (agl-c) =0, prei > j)

Teda tvar Cx = d, kde matica C = {a(]-()}n

ij (.
1=
vzniknutd kone¢nym poctom elementirnych rladkovych operiécii algoritmu aplikovanych na pévodnd
maticu A, z ktorého spitnou transformiciou dostaneme presné riefenie X = (x1,x2,. ,xn)

Xn = (bn)/ (aglilr?l)> 5
forj = n—1:—-1:1
n
Xjp = Z aji-Xj aj.js
=11

end
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n Priklad 14.2 Gaussovou eliminaénou metédou rieSme linedrnu ststavu
2x1+4x, —2x3 = 6,
X1—x+5x = 0,
dx1+x0—2x3 = 2.

Ststavu prevedieme na rozsfreny maticovy tvar a upravujeme ju na hornotrojuholnikovy tvar

2 4 2|6 2 4 -2 6

1 -1 50| -(3)L ~ [0 -=3 61| -3
4 1 =2|2) —(5)L 0 -7 2| -10/ —(5)IL

2 4 2|6

~ o -3 6 |-3

0 0 —-12| -3

Odkial lahko spitnou transformaciou dostaneme presné riesenie

-3 1
. OSSR
3
“otbn = 3= xn=(3-6n)/(-3)=7
1
2X1+4X2—2X3 = 6= X1=(6—(4x2—ZX3))/2=Z.
Riesenim je vektor

s (13 1\
XZ(XI,XZ,JQ) = 17571 .

Samozrejme v praxi sa skoro vobec nevyskytuju ststavy s celo¢iselnymi koeficientami. Samotné vypocty
prenechdvame na vypoctovi techniku, pricom pripastame zaokrahlovacie chyby. Priklad sme uviedli len
pre ndzornost algoritmu.

p ) Vsimnimesi, Ze v predoslom algoritme sa vyskytuje viackrét delenie diagonélnym prvkom matice.
Je samozrejmé, Ze v pripade prvkov hlavnej diagondly blizkych k ¢islu nula, je dany algoritmus silne
citlivy na zaokrdhlovanie. Preto je vhodné dbat na to, aby sme vyskytu takychto hodnét pocas
vypoctu zamedzili. Takyto postup sa nazyva ciastocny (vesp. diplny) viber blavnébo proku.

Aby sme teda minimalizovali zaokrihlovacie chyby, je vhodné vyberat za hlavné prvky (pivoty)

(k)

o také prvky upravenej matice sdstavy, ktoré maju ¢o najvicsiu absolitnu hodnotu. Chyba sa v
takomto pripade pri dal$ich ndsobeniach dalej nezvicsuje. Ak vyberime v danej fize hlavny prvok
zo vietkych prvkov, ktoré prichddzaji do Gvahy, hovorime o algoritme s iplnym vyberom hlavného

prvku. Ak vyberdme hlavny prvok len z niektorych prvkov (napr. len zjedného riadku alebo stIpca
matice) hovorime o algoritme s ¢iastoénym vyberom hlavného prvku.

a

p) Pre sustavu n linedrnych rovnic je celkovy pocet operacii delenia 1 (n+ 1) /2, pocet operdcii né-
sobenia pri doprednej elimindciije n (n+ 1) (n — 1) /3, pri spitnej transformdcii je pocet operécii
nésobeniav n (n — 1) /2. Teda celkovy pocet opericii je potom

1
nin+1)/24nn+1)(n—1)/34+n(n—1)/2= gn(n2+3n7 1).
Pre dostatoéne velké 7 je tento pocet operdcii priblizne dany

3

n
L~3
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Riesenie linedrnych ststav pomocou inverznej matice

Dalsia priama metéda rieSenia sustavy linedrnych rovnic je zalozend na rieSeni maticovej rovnice, tj.

Ax = b /Afl(nésobenie sprava)
x = A L.b.

Na prvy pohlad jednoduché riesenie v sebe ukryva zdsadny problém, a to problém hladania inverznej
matice. Z kurzov algebry vieme, Ze existujt v zdsade dva sposoby hladania inverznej matice, a to pomocou
algebraickych doplnkov a Gpravou elementirnymi Gpravami. Oba sposoby st defacto zalozené na algo-
ritmoch uz spomenutych metéd Cramerovho pravidla a Gaussovej elimina¢nej metédy. Z vypoctovej
techniky je zndmy prikaz z praxe prostredia MatLab x=A\Db.

LU rozklad

V nasledujucich ¢astiach sa budeme zaoberat rozkladmi matic stic¢iny matic, v zdsade sa bude vidy jednat o
rozklad na stcin typu

A=L-D-U,

kde L je dolnotrojuholnikovd matica (lower-triangular matrix), D je diagondlna matica (niekedy budu
diagonilne identicky rovné 1, a teda sa D bude identickd matica I) a U je hornotrojuholnikova matica
(upper-triangular matrix). Rozklady matic by si zaiste zasluzili samostatnt kapitolu v akomkolvek $tudij-
nom texte, kedZe vsak v naSom pripade sa zaoberdme najmi ich vyuzitim pri rieSeni ststav linedrnych
rovnic obmedzime sa na ich stru¢ny popis potrebny pre nase tcely s tym, ze sa odkédzeme na mnohé iné
rozsiahlejsie texty z oblasti linedrnej algebry.

LU rozklad je rozklad reguldrnej Stvorcovej matice na stcin

A=L-U,

kde L je dolnotrojuholnikovd matica a U je hornotrojuholnikovad matica.

Ak st prvky na hlavnej diagondle matice L rovné 1, hovorime o tzv. Doolittleov rozklad.

Ak st prvky na hlavnej diagondle matice U rovné 1, hovorime o tzv. Croutov rozklad.

My sa budeme zaoberat Doolittleovym rozkladom, a teda hlavna diagondla matice L je rovnd jednotkovej
matici a hlavnd diagonala matice U md aspon jeden nenulovy prvok, tj.

a1 aip v aip r 0o - 0 ui Urp vt Ul
ax| ap - ayp Ly 1 - 0 0 wp -+ wu,
anp,1 dp2 -+ dpp ln,l ln,l e 1 0 0 o Upp

LU rozklad zverejnil v roku 1948 britsky matematik Alan Turing'. Algoritmus hladania koeficientov
matice L a U je zaloZeny na tprave matice sustavy na hornotrojuholnikovy tvar (matica U) a sicasnd
uprava jednotkovej matice / na dolnotrojuholnikovy tvar (matica L). Vo vSeobecnosti ho definujeme

nasledovne
i—1
wij = aij— Y il
k=1
1 i
lj = —|aij— ) u;lik
Uiji k=1

' Alan Mathison Turing (* 23. jun. 1912, Londyn — t 7. jin. 1954, Wilmslow) bol britsky matematik, logik, kryptograf a
vojnovy hrdina.



114 Kapitola 14. Numerické rieSenie sustav linedarnych rovnic

V pripade matice typu [3, 3]

ail aip aij I 0 O Ui U U3
a) ap a3 | = by 1 0 0 wp w3 |,
az azp 433 i Ly 1 0 0 uz3
je tento postup nasledujiici a mdzeme pisat
Ly =1 upp =apy,
by, =1 upp =app,
Ly = 1 up3 =apgs,
_a271 —
by=—, urp =azp—uip-hy,
u
1
Lyi=—"-a31, upz=ay3—ui3-hy,
ui |
1
Lo= o (azp—uip-131), usz=az3— (ui3-l31+ui3z-32).
22

m Priklad 14.3 Nijdime LU rozklad matice

2 5 6
4 13 19
6 27 50

Najskor si predpripravime matice L a U v pozadovanom tvare

2 5 6 1 0 0
v=|(o0o .. ... |, L= 1 0
0 1

Matica U vznikne ekvivalentnymi tpravami z matice A, tj.

2 5 6
413 19 | —(3)L
6 27 50/ —(§) L
2 5 6

4 13 19 | —2-L
6 27 50 ) -3-L

Upravime ¢iasto¢ne maticu A na ciastkovy tvar matice U a podla definicie vpi$eme aj do matice L ndso-
bitele prislusnych riadkov matice A na patri¢né pozicie (samozrejme s opaénym znamienkom). V tGprave
nisledne pokracujeme a eliminujeme prvok u3 » = 12, ¢im zéroven doplnime posledny chybajuci prvok

matice L
2 5 6 1 0 0
uUr={(0 3 7 , L=|2 1 0],
0 [12] 32/ —(¥=49)1 3 .1
256 100
u={(0 37|, L=[210
0 0 4 34 1
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p) LU rozklad je operaéne rovnako ndroény ako Gaussova elimina¢nd metdda, pretoze pouzivame tie
isté operdcie. Cize pre dostato¢ne velké sustavy (n >> 1) mozeme pisat

n3
r~

Pomocou LU rozkladu mozeme riesit stistavu linedrnych rovnic nasledujicim spésobom. Pévodny systém
Ax=b
prepiSeme pomocou rozkladu ako
LUx =b
—~—
y
oznacime

Ux =y,

ktort spitnou transformaciou lahko vyriesime, kedze matica U je hornotrojuholnikovd matica. Riesenie
y ziskame rie$nim ststavy

Ly =b,

ktort riesime doprednou transformaciou, kedZe matica L je hornotrojuholnikovd matica.

m Priklad 14.4 Pomocou LU rozkladu rieSme ststavu linedrnych rovnic

xi+x+x3 = 1,
dxi+3x—x3 = 6,
3x1+5x+3x3 = 4.

Maticu sastavy rozlozime na LU rozklad

1 1 1
4 3 -1 —(4)-1
35 3 -3)-1
1 1 1
u=|0 -1 -5 ,
0 2 0 —(=2)-1I
1 1 1 1 0 O
u=| 0 -1 -5 , L=14 1 0
0 0 -10 3 21
Riesime
Ly = b,
1 0 0 Vi 1
4 1 0 V2 = 6
3 -2 1 V3 4

QOdkial dostdvame
yr = 17
vy, = 6—4-1=2,
y3 = 4-3-142-2=5.
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Cize riesenie dostivame zo ststavy

Ux =y,
1 1 1 X1 1
—1 -5 X2 =
0 0 -10 X3 5
Teda
1
X3 = _57
Xy = —<2—|—3-;>:;,
1 1
Xy = 1—1—5—5:1.
Riesenim je vektor

11\’
X:(XI,)CZ,X:;)T: <17252) .

14.5 Choleskyho rozklad

Veta 14.5.1 Ak A je symetrickd, pozitivne definitnd matica, potom existuje dolnotrojuholnikovi
matica L s kladnymi diagondlnymi prvkami taka, Ze plati

A=L-L".

Tento rozklad sa nazyva Choleskyho” rozklad a plati

=i
i = aleni—LBw J=12,...n
k=1
1 =l
lij = T ai7j_zli,k'lj,k , i=j+1,j+2,...,n,
jvj k=1

“ André-Louis Cholesky - franctzsky dostojnik a matematik.

I Definicia 14.5.1 Matica A sa nazyva pozitivne definitnd préve vtedy, ak pre kazdy vektor x € R"

x' - A-x>0.

Veta 14.5.2 Nasledujace tvrdenia s ekvivalentné:
1. Matica A je pozitivne definitnd.
2. Vsetky vlastné ¢isla matice A st kladné.
3. Existuje Choleskyho rozklad A = L - LT,

n Priklad 14.5 Niéjdime Choleskyho rozklad matice

25 15 =5
A= 15 18 O
-5 0 11
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Jednotlivé koeficienty ur¢ime pomocou definicie Choleskyho rozkladu

hpy = Jai1=v25=5,

15

Ly = Zl_2 =3,

lia
e m_m—f y

a31_
l = 7_—1
3,1 11,1 5 )

_ ap—hi-ly  0-3-(—1)

iy = = =1,
’ bo 3

Ly = \/a373—l3271—l3272: 11—(—1)2—12:\/§:3.

Choleskyho rozklad matice A je

25 15 -5 5 0 0 5 3 -1
15 18 O = 3 30 -1 0 3 1
-5 0 11 -1 1 3 00 3
n
m Priklad 14.6 Niéjdime Choleskyho rozklad matice
16 4 4 —4
4 10 4 2
A=l 4 4 6 -2
4 2 -2 4
hy = yai1=VvVI16=4,
4
L, = a1 4 :1
' 111
by = \/azzT V10— 12=V9 =3,
asz ) —
/ = = _1
3,1 I =0
—b -1 4—1 1
Ly — azp—hi-By _ _1,
o%3
Ly = \/m_ m— Vi=2,
as1—0
l = = =—1
41 I T ,
L, — asgp—hy-lay  2-1-(=1)
42 = = =1,
’ Lo 3
I as3—Bi-lag—holsy —2—-1-(—-1)—1-1
43 = = =1,

13’3 2

ha = \Jaa—B,—B,—B,=V4-P-P-P=VI=1

16 4 4 -4 4 0 0 O 4 1 1 -1
4 10 4 2 _ 1 3 0 O 031 1
4 4 6 -2 | 1 1 2 0 00 2 —1
-4 2 =2 4 -1 1 -1 1 0 00 1
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14.6 Singularny rozklad matice

Veta 14.6.1 Kazdé reguldrna matica A typu [m, n] je rozlozitelnd na sdcin troch matic

Am,n = Umm " Sm,n : Vn]:nv
kde matica Uy, je ortonormalna matica (U T u=1 ), ktorej stIpce st vlastné vekrory prislichajice k
vlastnym ¢fslam matice A ATy zostupnom poradi, matica V,, , je ortonormalna matica vT.v=I,
keorej stipce st vlastné vektory prislichajice k vlastnym &islam matice AT - A v zostupnom poradi
a matica § je diagondlna matica obsahujtca druhé odmocniny vlastnych &isel matice U, resp. 'V, v
zostupnom poradi.

n Priklad 14.7 Nijdime singuldrny rozklad matice

301 1
A_<—1 3 1)‘

Néjdeme maticu U.

3 -1

3011 11
.T: . =
A4 (—131) }? (1 11)'

Néjdeme vlastné ¢fsla a k nim prislachajuice vlastné vektory tejto matice.
[(A-AT)=A-I]-u=0,
zrejme to plati pre
det[(A-AT)=A-1] = 0,
(11—-2) 1
1 (11-2)
(I1=A2)(11-4)—-1 = 0,
A-10)(A—-12) = 0,
Moo= 12,
A = 10.

Zdoraznime jednoznacnost poradia vlastnych &isel, tj. zostupné poradie.
Pre vlastné &islo A = 12 dostdvame linedrny homogénny systém

((11;12) (11i12)>.u1 = 0,

11
< | —1)'“‘ =0

alebo v zépise sustavy rovnic
—ut+ux = 0,
upi—uip = 0,

u k
ktorej rieSenim je yrejme vektoruy = < ul’l > = < i ) ,kde k € R. Bez ujmy na v§eobecnosti mézeme
12

zvolit za rieSenie vektor u; = < ) , ktory normalizujeme

1

r ul (1,1) < 11 )
u;, = = = —, = .
PRI ViErrr \V2'V2
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Pre vlastné ¢islo A = 10 dostdvame linedrnu homogénnu ststavu

((11;10) (lliIO >-u2 = 0,

)-UQ = 0,

teda
upr+ux = 0,
upi+ux = 0,
o u | k . . o
ktorej riesenim je vektor uy = ’ = ) kde k € R. Bez ujmy na vSeobecnosti mdzeme
%) -
zvolit za rieSenie vektor u; = L krory znormalizujeme

o ul (1,1) <1 —1)
u;, = = = — =, = .
W Ve e \Va'va

Hladand matica U je teda

1
U:<12 1 )
V2ooV2

Vypocet matice V je obdobny

S

3 -1 - 100 0 2
AT.A=11 3 ( ): 0 10 4
1 1 -3 2 4 2

Niéjdeme vlastné ¢isla tejto matice
[(AT-A)=A-1]-v=0,
¢o plati prave vtedy, ak

det[(A-AT)—A-1] = o,

(10—-2) 0 2

0 (10—-2) 4 = 0,

2 4 (2-2)
—A3+22A%—1200 = O,
A(A—-10)(A—-12) = O,

Moo= 12,
AL = 10,
A3 = 0.
Pre vlastné ¢islo A1 = 12 dostdvame linedrny homogénny systém
(10—-12) 0 2
0  (10-12) 4 vpo= 0,
2 4 (2-12)
-2 0 2
0 -2 4 V] = 0,

2 4 -10
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ktord riesime rozvojom napriklad podla druhého riadku

o2 |02
Vl,-l - ( l) 4 _10 ’ - 87
-2 2
v = (=177 2 —10 ‘:16’
-2 0
Vi3 = (_1)2+3' 2 4 ‘ =38.
Vi1 8k
Riesenim je vektorvi = | vi2 | = | 16k |,kdek € R. Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme zvolit
V13 8k
1
za rieSenie aj vektor vi = | 2 |, ktory md po normalizicii tvar
1

VP (1,2,1) (1 2 1)

Vi = - =\ (/= =y ~=
M viErerE s \Ve' Ve Ve

Vlastnému ¢&islu Ay = 10 prisldcha homogénna ststava linedrnych rovnic

(10— 10) 0 2
0 (10—10) 4 v, = 0,
2 4 (2—10)
00 2
00 4 |-va =0,
2 4 -8

ktort riesime rozvojom opit podla druhého riadku (nemézeme podla tretieho, lebo prvé dva st linedrne
z4vislé)

g2 |02
Vz_y] = ( 1) 4 _8 ‘—8,
22 |02
v = (—1) ) —8‘_ 4,
23 |0 0
V23 = ( 1) ) 4‘—0.
V2.1 8k
odkial dostdvame prislusny vlastny vektor vo = | vz = —4k |, kde k € R. Opit mbdzeme
V23 0k
2
zvolit za rieSenie vektor vo = | —1 |, ktory normalizujeme
0
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Vlastny vektor v3 prislicha vlastnému ¢islu A3 = 0, pre ktoré dostdvame homogénnu ststavu

(10-0) 0 2
0 (10-0) 4 v3 = 0,
2 4 (2-0)
10 0 2
0 10 4 |-vz; = 0,
2 4 2

ktort riesime napriklad podla rozvoja druhého riadku.

o2 |02
vi1 = (—1) 4 2 ’ =38,
22 | 1002
V3_’2 = ( 1) o) ) ‘ = 16,
_ e | 100
vip = (—1) ) 4 ‘ = —40.
V31 8k
Vlastny vektor vy prislichajici k viastnému éislu A3 =0jevs = | w32 | = 16k ,kdek € R.
V33 —40k
1
Opit mdzeme zvolit za riesenie vektor v3 = 2 . Tento normalizujeme
-5
o v (1,2,-5) ( 12 —5)
3 p— T pu— pr— 5 5 .
\a 124224 (=57 \V30 V30" V30

Matica V mi teda tvar

1 2 1
% 5 Vo
ve | 2 Z %
Vo VsV
7 0 %

V rozklade vak vystupuje transponovany tvar tejto matice, ktory sme trochu upravili

W6 V6 Lve
vi=| 3/5 -1V5 0
1v/30 230 —530
30 30 30

Matica S typu [2, 3] je diagondlna matica obsahujtica druhé odmocniny vlastnych ¢isel matic U a V

g_ (V12 0 0
L 0 V10 0 )°
Singuldrny rozklad matice A je teda
Am,n = Um,m'Smm'Vn];n
L/6 1./6 1./6
v ViZ 0 0 gVe V6 Ve
= 1 1 : \/> . g\/g —g\/g 0
5 7 0 10 0O V30 2v30 5730
30 30 30
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» Priklad 14.8 Nijdime singuldrny rozklad matice

1
A= 1
0

—_ O N

Zacneme hladanim matice U, ¢ize

1 2 51 2
AAT=11 0 .<;(1)(1)>: 1 10
0 1 2 0 1

Jej vlastné ¢isla a k nim prislachajice vlastné vektory ndjdeme riesenim rovnice
[(A-AT) =2 1] -u=0,

pre ktorej riesenie plati

det[(A-AT)=A-1] = 0,
(5-2) 1 2
1 (1-2) 0 = 0,
2 0 (1-2)
—A3+702 =61 = 0,
AA=1)(A—-6) = 0,
M = 6,
A = 1,
A3 = 0.
Pre vlastné ¢islo A1 = 6 dostdvame homogénnu ststavu
(5-6) 1 2
1 (1-6) 0 -u; = 0,
2 0 (1—-6)
-1 1 2
1 -5 0 -y = 0,
2 0 -5

-5 0
u171 = (—1)1+1~ 0 _5 ‘—25,
1 O
Uiz = (_1)1+2' 2 _5 ‘ :5)
1 -5
uiz = (—1)1+3~ 2 0 ‘210.
u1 25k
Riesenim je vektoru; = | w12 | = 5k |,kdek € Ratedaajvektoru; = | 1 |,ktoryznor-
U3 10k 2
malizujeme

o ul (5,1,2) (5 1 2>

u;, = = e s
Pl V2122 \W307 V30730
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Vlastnému &islu A, = 1 prislicha homogénna ststava linedrnych rovnic

5-1) 1 2
1 (-1 0 = 0,
2 0 (1-1)
41 2
100 |-u =0,
2 0 0

ktord rieSime rozvojom opit podla druhého riadku (nemézeme podla prvého, lebo druhy a treti st
linedrne z4vislé)

oot | D2
M271 - ( 1) 0 0 - Oa
o2 |42
u272 = ( 1) 2 0 = 47
e |4 T
w3 = (—1) ) 0 l|T 2.
u | 0
odkial dostdvame prislusny vlastny vektorup = | w22 | = | —4k |, kde k € R. Opit modzeme
us3 2k
0
zvolit za rieSenie vektoru, = | —2 | atento normalizujeme
1
T
o W, (0,-2,1) ( -2 1 >
u, = T = = Oa Ty =)
Juz| 02+ (=2)*+12 V55

Vlastny vektor u3 prislicha vlastnému ¢slu A3 = 0, pre ktoré dostdvame homogénnu ststavu

(5-0) 1 2
1 (1-0) 0 w3 = 0,
2 0 (1-0)
51 2
1 10 ‘U3 = 0,
2 01

ktort riesime napriklad podla rozvoja prvého riadku.

VPR ES B IS SRR U
Lt371 = ( 1) 0 1 = 1,
_ 2 | O
uzp = (—1) 1|7 1,
IENVEEPRY EE B B U O
w33 = (—1) ik 2.
I/t371 k
Vlastny vektor v, prisltchajici k viastnému &islu A3 = Ojeus = | u3p | = —k |,kdek €R.

u3 3 —2k
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1

Opit zvolim rieSenim napriklad vektoruz = | —1 |, ktory znormalizujeme
-2

o _u (1,-1,-2) :(1—1—2>
ju| \/12+(_1)2+(_2)2 V6 V6 V6]

Matica U m4 teda tvar

VAT VIR 2V
U=| 4v30 -%/5 Ve
V30 V5 Ve

Prejdime teraz k urceniu matice V

1

1 10
AT-A:< >1
2 0 1 0

Néjdeme vlastné &isla tejro matice AT -

[(AT-A)—2-1]-v=0,

—_— o N

b

det[(A-AT)—A-1] = o0,
2.4 2

' 2 5—1‘ =0

A2—TA+6 = 0

M = 6,

A =1

Pre vlastné &islo A1 = 6 dostdvame homogénnu ststavu

—4 2
(2 —1>'V1_0’

ktorej rieSenim je vektor v = < :1’1 > = < 2kk ),kdek € R, alebo aj vektor v = < ; >,ktor>’r mi
12

po normalizdcii tvar

oo 02 (1 2y
|V‘ V12422 V5'V5)

Pre vlastné &islo A, = 1 dostdvame homogénnu ststavu

12
(2 4>'V2_0’

C o vau
ktorej riesenim je vektor vo = y
2,2

< —k2k >,kdek€RaajvektorV1 = ( _12 >,ktor)'rpo

normalizcii ma tvar

oV (2D :<— 1).
Vi (—2)>+12 5

\9)

9}
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A preto matica V md tvar

12
V:(\? @)
V5o

Hladan4 matica V7 je preto

(s 1)

Matica S typu [3,2] je diagondlna matica obsahujtica druhé odmocniny vlastnych ¢isel matic U a V

V6 0
S= o Vi1
0 0

Singuldrny rozklad matice A je teda

Am,n = Um,m'Sm,n'VnTn:
V30 0 V6 V6 0
6 6 1/5 2./5
= v s e ) (oo |20 1),
b s Sve) Lo o) L oavs s

Singuldrny rozklad matic nachddza bohaté uplatnenie v tedrii matic a algebry (vypocet pseudoinverznych
matic, rieSenie sistav homogénnych linedrnych rovnic, podobné matice, atd.). V minulosti sa tento
rozklad pouzival i na rieSenie nehomogénnych sustav linedrnych rovnic. Uvedme si tento postup, ktory je
velmi podobny vyuzitiu LU rozkladu na riesenie tychto ststav.

Pdvodnt maticu sustavy (14.0.2)

Ax =b,
nahrddzame singulirnym rozkladom
U-S-Vvl.x=b,

tdto maticovi rovnicu prendsobime zlava inverznou maticou U ~! (matica U je ortonormalna, a teda platf
uv-l=um)

s-vl.x=UTp.

Polozime VT -x =y < x =V-yaUT -b = d. Po vyrieieseni (vyndsobeni) d =UT - b a ndsledne vyriesime
sustavu Sy = d.

V prostredi MatLab by pre dant maticu sdstav A a stlpcovy vektor pravych strén b postup vyzeral
nasledovne

[U,SV] =svd(A);
x  =V*(U™b)./diag(S)
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Jacobiho metéda

Pri pouzitf itera¢nej metédy nebudeme hladat presné riesenie, ale istd itera¢nti postupnost, ktord kon-
verguje ku presnému rieSeniu. Ide de facto o ten isty postup ako pri metdde prostej iterdcie pri rieSent
nelinedrnych rovnic, ibaze namiesto postupnosti ¢isiel budeme teraz hladat postupnost n-tic.

Princip Jacobiho metddy si ukdZzeme na systéme 3 x 3.

Majme ststavu troch rovnic o troch nezndmych

api[x1]|+aipx +aizxs = by,
aix +axg X |+azaxs = b,
az X +azpxa+azs[x]| = b,

vyjadrime si zardmované premenné

xﬁk“) == (b1 —al,zxék) —a1,3xgk)) /a1,
xgk-&-l) _ <b2 — az,lxgk) — a273xgk)> /GZ,Za
xgk+l) _ (b2 B a371x§k) B a372x§")> Jaz 3.

Tymto spésobom sme dostali iteraénd postunost Jacobiho metédy

XD — <X<k>> .

Najskor zvolime pociatoént aproximaciu x(?) = , dosadime do itera¢ného vztahu a dostidvame

x( = [0} (X(O)), atd., az pokym proces neukonéime (napr. od istého desatinného miesta sa hodnoty
itera¢nej postupnosti nemenia).

Pozrime sa na problematiku, trochu vieobecnejsie. Rozlozme si maticu ststavy A na tri matice: striktne
dolnotrojuholnikova matica Lg, diagondlna matica D a striktne hornotrojuholnikovi matica Ug

0 aip a3

Ly = 0 0 a3 ,
0 O 0
61171 0 0

D = 0 ap O ,
0 0 a3,3
0 0 O

US = az 0 0
azy azp 0

V takomto pripade mdzeme nase vyjadrenie zardimovanych premennych zapisat nasledovne

Ax = b,
(Ls+D+Us)x = b,
Dx = b-— (LS+US) X,

xkt) = p-l [b—(LS—i—US)X(k) .
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Tento vztah je vieobecnym tvarom Jacobyho metddy
x(+D) = p! [b— (LS+US)x(’<>} :

v zlozkovom tvare ho mézeme zapisat

(ke _ 1 Y 0 ¢ ® '
'xi :a— bl_zalm]x] — Z ai7jxj 5 l:172,...,n.
ii j=1 7

Jj=i+1
Doteraz sme sa nezaoberali, tym kedy bude itera¢ny proces konvergovat akedy naopak nebude. Pre tieto
Ucely je potrebné zaviest nasledujici pojem.

Definicia 14.7.1 Matica A sa nazyva riadkovo [resp. stIpcovo] diagondlne dominantnd prave vtedy,
ak plati

n

’Cll’i‘> Z |ai7j, i=1,2,...,n,
j=1,j#i
n
resp. ‘ajj‘>4 Z }a,-vj‘, j=12,....n|.

i=Lij

p ) To, dije matica riadkovo [resp. stlpcovo] diagondlne dominantnd, znamend to, Ze absoldtna hod-
nota jej diagondlnych prvkov je vidsia ako suma absolatnych hodnét ostatnych prvkov v pris-
lusnom riadku [resp. stlpci].

Veta 14.7.1 Akje matica diagondlne dominantnd potom Jacobiho metéda konverguje pre lubovolnu
pociatocnti aproximaciu Xo.

R Diagonélne dominantnd matica predstavuje kontraktivne zobrazenie.

R Ireracny proces ukoncime, ak

xlgk) _xl(k—l)‘ <eprekazdéi=1,2,...,n.

m Priklad 14.9 Jacobiho metédou rieSme stistavu s presnostou € = 0.01

15x1 —xp+2x3 = 30,
2x1 —10xp +x3 = 23,
X14+3x+18x3 = —-22.

Matica sustavy je zrejme diagondlne dominantn4, preto médzeme prikrocit ku jej rieSeniu. Vyjadrime si
iteraény vztah

A= (30440 27 /15,
A= (23227 - /(-10),

xng) = (—22—x§k)—3x§k)>/18.
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0.00
Pre pociato¢nt aproximédciu Xg = | 0.00 | dostivame nasledujicu postupnost
0.00
koA ] [
0 || 0.0000 | 0.0000 0.0000
1 || 2.0000 | —2.3000 | —1.2222
2 || 2.0096 | —2.0222 | —0.9500
31 1.9918 | —1.9930 | —0.9968
4 | 2.0000 | —2.0013 | —1.0007
5 || 2.0000 | —2.0000 | —1.0000
2.00
S presnostou € = 0.01 je priblizné rieSenie sistavy x5 = | —2.00 | . "
—1.00

m Priklad 14.10 Jacobiho metédou rieSme stistavu s presnostou € = 0.01

x1+4x,—2x3 = 6,
3x1+2x—Tx3 = —4,
6x1+2x—3x3 = 10.

Maticu ststavy upravme na tvar diagonilne dominantny

6X1 + 2X2 — 3X3 = 10,
x1+4x,—2x3 = 6,
3x14+2x—Tx3 = —4.

Vyjadrime si iteraény vztah
e _ (10 2l 4+ 3 )/6
xgk+1) = (6 xE +2x3 )/4
ng) = (4+3x§ Jr2x2 )/7

0.00
Pre pociato¢nt aproximéaciu Xg = | 0.00 | dostivame nasledujicu postupnost

0.00

]
=]
T

o | a7 |

0.0000 | 0.0000 | 0.0000
1.6667 | 1.500 | 0.5714
1.4524 | 1.3690 | 1.7143
2.0675 | 1.9940 | 1.5850
1.7757 | 2.0272
2.0884 | 2.0650 | 1.8478
1.9023 | 1.9018 | 2.0564
2.0610 | 2.0527 | 1.9301
1.9475 | 1.9498 | 2.0412
2.0373 | 2.0337 | 1.9631

O 0[N N | W= O
—
~
O
=
(V)]
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IS O

10 || 1.9703 | 1.9722 | 2.0256
11 || 2.0221 | 2.0202 | 1.9794
12 || 1.9829 | 1.9842 | 2.0152
13 || 2.0129 | 2.0119 | 1.9882
14 || 1.9901 | 1.9909 | 2.0089
15 || 2.0075 | 2.0069 | 1.9932
16 || 1.9943 | 1.9947 | 2.0052
17 || 2.0044 | 2.0040 | 1.9960
18 || 1.9967 | 1.9969 | 2.0030

2.00
S presnostou € = 0.01 bude priblizné riesenie sastavy ;g = [ 2.00 | . .
2.00

Gauss-Seidelova metoda

Vyjadrenie itera¢ného vztahu Jacobiho metédy

5 N _ (bl—alzxék)—aw% >/"11’
xg‘“) = (bz—a2 1x§k)—a23x3 )/“22’
g“) - (bz—a31x§k)—a32x2 >/a33

(k)

si upravime, a to takym spdsobom, Ze v druhom riadku, kde hodnotu x| nahradime uz predtym vypodi-

(k+1)

tanou presnejSou hodnotou x; . Takto by sme mohli pokracovat a vyjadrit iteraéné vztahy za pouzitia
uz vypocitanych presnejsich hodnot

5 N _ (bl—alzxgk)*m 3X3 >/“1 L
£+1) _ (bz _a2,1x§k+l) —ax3 x3 ) Jax2,
g o (b2 —a371xgk+l) —(13,2x(2k+ ) /1’1373'

Toto je podstata Gauss-Seidelovej metddy.
Vo vieobecnosti mézeme Gauss-Seidelovu metddu zapisat ako
Ax = b,
(Ls+D+Us)x = b,
Dx = b—Lgx+ Usx,
x() = p! [b—Lsx(kH) + st(k)} .

V zlozkovom zdpise

1 i—1
x,(kﬂ):__(bi_z lekJrl Z a,jx ) i=1,2,...,n.

dii i=1 j=itl

R Gauss-Seidelova metéda takisto konverguje pre lubovolnd pociatoéni aproximdciu Xo, ak je matica
sustavy kontraktivne zobrazenie, tj. je to diagonilne dominantn4 matica.
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m Priklad 14.11 Gauss-Seidelovou metédou riesme ststavu s presnostou € = 0.01

6x1+2x,—3x3 = 10,
x1+4x,—2x3 = 6,
3x14+2x—Tx3 = —4.

Matica ststavy je zrejme diagonilne dominantnd, a preto vyjadrime itera¢ny vztah
FE = (10247 -3:dY) /6.
xékH) = (6 —xEkH) —|—2xgk)> /4,
A (4 43l 4 2x§"“>) /.

0.00
Pre pociato¢nt aproximéaciu Xg = | 0.00 | dostivame nasledujicu postupnost

0.00

NN W= O =

(k) ‘ (k) ‘ NO) ‘

0.0000 | 0.0000 | 0.0000
1.6667 | 1.0833 | 1.5952
2.1032 | 1.7718 | 1.9790
2.0656 | 1.9731 | 2.0204
2.0192 | 2.0054 | 2.0098
2.0031 | 2.0041 | 2.0025
1.9999 | 2.0013 | 2.0003

By

2.00
S presnostou € = 0.01 dostdvame riesenie sustavy xg = [ 2.00 | . n

2.00



Hlavnou myslienkou interpoldcie je ndjst funkciu (polyném) P, (x), ktord sa bude zhodovat s funkciou

f(x) v rdznych uzlovych bodoch x;, .

Pux) = f(x) = fi=wi  i=0.1,...n.

Veta 15.0.1 Prekazda (n+ 1)-ticu funkénych hodnodtyo, 1, ...y, ax; # X prei # j, existuje prave
jeden algebraicky polyném n-tého stupna

P, (x) =ap+aix+...+ax" (15.0.1)

taky, ze pren plati

P (xi) = yi, i=0,1,...,n. (15.0.2)

Dékaz. Priamym dosadenim do (15.0.2) dostdvame:

Yo = Pn(X()) =ap+aixo+...+a.xp,
yi = Pu(x1)=ap+aix;+...+apxf,
yn = Pixn) =ao+aixy+...+anx,.
Toje stistava (n+ 1) rovnico (n+ 1) nezndmych, ktorej rieSenim st koeficienty ag, ay, . . . , a, polynému

(15.0.1). Tdto ststava md vzdy jediné rieSenie, nakolko determinent matice (Vandermondeova' matica)

I x ... Xxp
_ I x ... x
V= 1
I x, ... x
je vidy nenulovy. [

! Alexandre-Théophile Vandermonde (* 28. 2. 1735, Pariz — 1 1. 1. 1796, Pariz) bol franctizsky matematik, chemik a hudobnik.
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Teraz uvedieme dve konstrukcie tohto polynému.

Lagrangeova interpoldacia

Lagrangeov® interpolaény polyném zostrojime prendsobenim tzv. elementdrnych Lagrangeovych interpo-
lacnych polyndmov I, j(x) funkénou hodnotou danej funkcie v uzlovych bodoch y; = f(x;)

Ly(x) = i‘()yi “Ini(x).

Elementérne Lagrangeové interpola¢né polynémy st definované

(x=x0) (x—=x1) oor(x—xi-1) - (x—Xi41) v - (x—xp)
(x,-—xo) . (xi—xl)-...- (xi—xl-,l)- (xi—x,'H) (x,-—xn)’

an'(x) =

teda tak, aby hodnota tohto polynému bola vo vsetkych uzlovych bodoch, okrem i-té¢ho, rovnd nule a v
i-tom uzlovom bode je hodnota, nakolko je polyném normovany, rovnd jedne;j

0, 4]
z,,,,.(x):{l lij

a Priklad 15.1 Niéjdime Lagrangeov interpola¢ny polyném pre uzlové body funkcie dané tabulkou

Xi: 210 2 |46
yvi=fl): | 2 [ 1| =1]2]|4]

Elementdrne Lagrangeove interpolaéné polynédmy pre tieto hodnoty st

B x(x=2)(x—4)(x—6) 1
Lip(x) = 2 (—2-2)(—2-4)(—2-6) —@x(x—Z)(x—4)(x—6)
1o, 1, 11, 1

384 3" Toet T8

(x+2)(x=2)(x—4) (x—06) !
W) = G a0 = 96 E D+ D) -0
= iJc3 i)C‘L—i)g—ix—l-l,

48" 96" 24 12

x4+2)x(x—4)(x—6) 1
lap(x) = (2+2)2(2_4)(2_6):ax(x+2)(x—4)(x—6)

1 1 1 3
= 6—4x4—§x3+1—6x2+1x,
(e 2)x(x—-2)(x—6) 1
L) = e g~ et D2 (x=6)
R BT AR B
= 16 —9—6x +ﬂx —Zx,
(e 2)x(x—-2)(x—4) 1
laa(x) = (6+2)6(6_2)<6_4)—ﬁx(x—2)(x+2)(x—4)
= Lx4 ix3—ixz—i-fx.

384" 96 96 24
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Obr. 15.1.1: Elementdrne Lagrangeove interpolacné polyndmy

Jednotlivé elementdrne Lagrangeove interpolaéné polynémy mozeme vidiet na obrazku.
A teda Lagrangeov interpolaény polyném je

x(x—2)(x—4)(x—6)+1 (x+2)(x—2)(x—4)(x—06)

384 -96
(x+2)x(x—4)(x—06) (x+2)x(x—2)(x—06)
-1)- 2.
+(=1) 64 + -96
4. (x+2)x(x—2)(x—4)
384

1 1 11 1 5 1 5 5
= 2-(384x4—32x3+96x2— X +<x3—x4—x2—x+1>

1 4 15 1, 3
—<64x—8x—|—16x+4x

1 1 1 1
g a3 Lol
+ (384x 96" 96" +24’C>

jeho rozndsobenim a s¢itanim dostaneme

L4(x) = 2

~— 0]
+
7N
L
c\‘_‘
kb)
|
\O‘_
(@)}
kp
N
kw
|
A=
=
N——

1 1 7
L4(X) = —§X4+1X3 — Zx—i— 1.

15.2 Newtonova interpoldcia

Pomocou Newtonovej interpoldcie vypocitme opit ten isty polyném ako Lagrangeovou interpoléciou, ¢o
je zrejmé, nakolko, ako hovori veta (15.0.1), takyto polyném je jediny. Rozdielny je sposob jeho nijdenia.
Newtonova metéda nevytvira cely polynédm naraz, ale postupne zahfnia viac a viac bodov do interpolécie
a tak konstruuje polynémy stale vyssieho stupna.
Najskor zavedieme pojem pomernej diferencie. Pomernd diferencia prvého ridu je definovand vztahom
fx) = f(x0)
flesxo] = == ———.

X1 — X0

*Joseph Louis Lagrange (* 25. 1. 1736, Turin — 1 10. 4. 1813, Pariz) bol taliansko-franctzsky matematik a astroném, jeden zo
zakladatelov varia¢ného poctu.
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Obr. 15.1.2: Lagrangeov interpolacny polyndm La(x)

Co je akysi odhad prvej derivacie funkcie pomocou jej funkénych hodnét. Obdobne definujeme aj jej
druht pomernt diferenciu

flx2,x1] — f [x1,x0]

f[xz,X1,X0] - .
X2 — X0

A vSeobecne aj jej n-t pomernt diferenciu

f[xn,xnfl,-.-,X()] _ f[xnaxnfla"'axl} _f[xnfla"wxlax()] )
X, — X0

Newtonova metdda zacina konstantnou interpoliciou prechddzajicou prvou funkénou hodnotou inter-
polovanej funkcie

No(x) = f(x0)-

Pridanim dalsieho bodu dostavame linedrnu interpolaciu, tj. priamku prechddzajicu prvymi dvoma
uzlovymi bodmi (priamka s nenulovou smernicou)

Ni(x) = f(xo) + (x—x0) - f [x1,%0] -

Ak by sme pridali dalsi bod, dostdvame kvadratickd interpoldciu. Styrmi bodmi by bola uréend kubickd
interpolacia a pre dal$i bod obdobne, atd. az po n-td interpolaciu

Na(x) = f(xo)+ (x—x0) - f [x1,%0] + (x — x0) (x —x1) - flxas x15%0],

N3(x) = f(xo)+ (x—xp)- + (x —x0) (x —x1) - flx25x1:X0]
+(x—x0)(x—x1)(x —x2) - flx35 %23 %715%0],

f
f

[x1,X0

Np(x) = f(x0)+ (x—x0) - f[x1,x0] + (x —x0) (x —x1) - fx23x15x0]
+.oooF(x—x0)(x—x1) .. (x—x) - f [Xn, Xn—1, - - -, X0] -

Vyhodou metédy odvodenia Newtonovho interpola¢ného polynému je, Ze priddvanim dalsich ¢lenov
moézeme zvySovat presnost interpoldcie, pricom body x; ani nemusia byt zoradené vzostupne. Co diva
isté moznosti na spresnenie vysledku interpoldcie pridanim dal$ich uzlovych bodov (vysledkov merania) v
pozadovanej oblasti.
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m Priklad 15.2 Néjdime Newtonov interpolaény polyném pre uzlové body funkcie dané tabulkou

X;: 210 2 |46
yi=f(xi): 2 |1 | —-1]2]|4]7

Vysledky budeme zapisovat do nasledujucej tabulky

i x [ o) | flix] | flriexicnx] | F issxao,xinxi] | f s ox] |

1-2 ]| —1=(=2 1 -(8) _[1 —1-1 |

0] 2 cy | ]| st [dds
11 _ I-(=1) _s —s-8 _ 1

1 0 1 70 =1 2473 — 8 60 — %
2—(—1 3 1-5 1

2] 2 —1 4(72) ) 55 = 3

3 4 2 é%i =1

4 6| 4

Ordmikované hodnoty pouzijeme na urcenie Newtonovho interpola¢ného polynému

Na(x) = 2+ (x+2) <—;)+(X+2)x(—;>
+(x+2)x(x—2)%+(x+2)x(x_2)(x_4) <_312>

I 4 15 7
—— X’ — = 1.
32x +4x 4x+

Na nasledujicom obrizku médzeme vidiet Newtonove polynémy postupne pre jednotlivé uzlové body:

Obr. 15.2.1: Newtonove interpolacné polyndmy

yi=f(x): | 2

No(x) =2, (zeleny graf)
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Xi . -2
vi=flx):| 2 |1

Ni(x) =24 (x+2) (—;) , (fialovy graf)

X;: 210 2
y,-:f(x,-): 2 1 —1

Na(x) =2+ (x+2) <—;> (2 (-é) . (rutovy graf)

yvi=flx): | 2 [ 1]-1]2

Ns(x) = 24 (x+2) (—é) + (4 2)x <—;) + (x+2)x(x—2)%, (modr§ graf)

az napokon samotny Ny (x). (erveny graf)

Je teda zrejmé, Ze Newtonov interpolaény polyném mé oproti Lagrangeovmu vyhodu v moznosti pridania
dalsieho uzlového bodu s tym, Ze nie je nutné znovu prepocitavat predoslé hodnoty.

Newtonov interpola¢ny polyném pre ekvidistantné uzly

Predoslé priklady mali uzlové body rozmiestnené v rovnakych vzdialenostiach, tzn. ekvidistantne. Nebolo
to poziadavkou, tj. oba polynémy nevyzaduja aby boli uzlové body takto rozmiestnené. Ak st viak uzlové
body rozmiestnené ekvidistantne, §j. x; | — x; = h = konst., mdzeme Newtonov interpolaény polyném
modifikovat, a to nasledujtcim spoésobom.

Namiesto pojmu pomernej diferencie budeme pozivat oby¢ajnu diferenciu, ktora definujeme nizsie.
Diferencia prvého ridu bude

Af(x) = fx+h) = f(x)
a diferencia vyssieho ridu je
() = A f (e h) = A (),

kde h = x; 41 — x; je zrejme krok, tj. vzdialenost medzi jednotlivymi uzlami.
Skrétene piSeme

Afi=fxi+h) = f(x) = f(xiv1) = f(x) = fir1 = fi,
Akfi :Ak+1fi+1 _Ak_lfi'
Diferencie mdzZeme teraz vyjadrit ako

Afi

flxipr,xi] = W
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Pre diferenciu druhého réddu plati

Afiri Afi 2
f[xi+27xi+lﬂxi] = i 2h b = 2h2 °

Matematickou indukciou dostdvame vztah pre diferenciu k-tého ridu

Ak
f[xlurk,...,x,-] = k!h’i'

Newtonov interpolaény polynédm pre ekvidistantné uzly m4 teda tvar

Ak f;

A*f;
2h2

Af;i
N,,(x):fo+(x—xo)-7f+(x—x0)(x—xl)- b (o) (=1 (=)
Odhad chyby interpola¢éného polynému

Pre pouzitie interpola¢nych polynémov je dolezité poznat aspon mieru chyby, ktorej sme sa pri interpolacii
dopustili, preto je opodstatnené si tto chybu nejakym spésobom vymedzit.

Veta 15.3.1 Nech interval I je interval obsahujuci vietky uzlové body x;, i = 0,1,...,n, uréujice
interpolaény polyném P, (x) a nech funkcia f(x) je (n+ 1)-krét diferencovatelnd na tomto intervale.
Potom pre [ubovolné x € [ existuje také & € 1, Ze pre chybu interpoldcie plati

_ g

mrl)! (x—x0)(x—x1)...(x—xp). (15.3.1)

p) Pouitie predoslého odhadu je v praxi dost ndrocné, kedze hodnota 13 je pre kazdy bod x z intervalu
I in4. Preto chybu ohrani¢ime aspon zhora.

Veta 15.3.2 Oznaéme M,,1| = max |/ ("+1) (#)], potom pre horné ohranicenie chyby plati
re

Mn+1

(n+ 1)!(x_x0)(x_x1)"'(X—xn)-

[e()| = 1f(x) = Pa(¥)] <







16.1

Aproximdcia metédou najmensich stvorcov (diskrétny variant)

V tejto Casti sa budeme zaoberat aproximaciou funkcii, a to konkrétne aproximiciou metédou najmensich
Stvorcov. V prvom rade bude délezité ozrejmit pojem aproximicie.

Aproximiciou funkcie mdme na mysli nahradenie funkcie inou funkciou, ktorej vzdialenost od pdvodne;
funkcie je minimalna. Abstraktnost pojmu "minimdlna vzdialenost dvoch funkcif" nahradime pozia-
davkou, aby odchylky od pévodnej funkcie boli v celkovom sti¢te minimalne. V istom zmysle mdzeme
hovorit aj o akomsi "pribliZen{".

Vo vieobecnej praxi ¢asto ani nie je nutné, aby nami hladana krivka prechddzala vietkymi bodmi povodne;
funkcie, nakolko sa ¢asto jednd o hodnoty funkcie poznacené ¢i uz chybou merania, alebo inak znehod-
notené, a teda hladand krivka ma do istej miery iba vystihovat charakter hodnét (funkcie).

Midme dané dvojice bodov [x;,y;],i =0, 1,...,n. Hladdme teda polyném m-tého stupiia tvaru

m
Pm(x) =ap+ax+ax>+...+apx" = Zajxf.
j=0

.....

bodov n, ktorymi tento polyném prekladdme. Ak by bol pocet bodov rovnaky ako stupeni polynému,
islo by o interpoldciu, vid. ¢ast o interpolacii, konkrétne Vandermontova matica.

Pozadujeme, aby suma odchylok ndsho polynému od danych hodnét (danej funkcie) bola minimalna, tj.
E= Zé‘i = Z |Pm(xi) — yi| — min.
i=0 i=0

Nakolko absoldtnu hodnotu nevieme derivovat nahradime ju druhou mocninou rozdielu, ktord m4
v podstate totozné vlastnosti, tj. je kladna a definuje mieru rozdielu hodnét

n n

E= Eef =Y (Pux) —yi)? — min.
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Dosadime nami hladany polyném, tj. pi(x) = X7 g a !

:g’) i"i(ajx )2.

+
+

X, e X

n

Obr. 16.1.1: Metdda najmensich stvorcov

Této suma je funkciou koeficientov hladaného polynému ag,ay,az, . .. ,a,, a minimalna bude v pripade,
ze bude prvé derivécia rovnd nule
JoE
—=0.
8ak
Upravime
aE a m ( j 2 n m a 2
— = — a-x-—y~> = —(ax y)
8ak aak (;);6 I ' > L:Z(',,;) ag ! l
n o m ) ) n o m
- ZZZ(aJxl y,) ﬁ(ajx{ y,)—ZZ2(a1x{—yl> x;
i=0j=0 k i=0j=0
= ZZZ(aJle —ylec>:2 Za]leJ —Zyl)/f =0
j=0i=0 j=0 =0 i=0

Zavedieme oznadenie
n

_ k

Se = Y0
i=0

n
I, = Z yixk,

a dostdvame

m
Zaj-Sj+k—Tk:O.
j=0

Co je v podstate systém linedrnych rovnic
Soap+ Sia1+...+ Span, = Ty,
Siao+ Sar+...+Spriam = T,

Smao +Smrrar + ...+ Somam = Ty
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Maticovo mo6zeme tento systém zapisat v tvare

So S1 - Sm ao Ty
S1 SH s Sm+1 ag T;
Su Sme1 0 Som am T
Riesenim tohto systému linedrnych rovnic ziskame koeficienty ag, ar, a2, . . . , @, polynému, ktory, v zmysle

minimalnosti odchylok uzlovych bodov od njdeného polynému, najlepsie vystihuje charakter hodnoét
funkcie uréenych uzlovymi bodmi.

R Prepolyném 1. stupna (priamka) md systém nasledujtci tvar

n n
ao(nJrl)Jra]in = Zy,-,
i=0 i=0

n n n
aoZ’xiJralZ’xi2 = Y vixi.
i=0 i=0 i=0

R Prepolyném 2. stupnia (parabola) m systém nasledujuci tvar

n n n
ao(n—i—l)—i—alei—i—asziZ = Zy,-,
i=0 i=0 i=0

n n n n
aozxi+a12xi2+azzx? = Zyixn
i=0 i=0 i=0 i=0

n n n n
aoniz—l—mZx?—i—asz? = Zy,-xiz.
i=0 i=0 i=0 i=0

Je dolezité si uvedomit, ze aj ked sme uvazovali o minimélnej odchylke ndjdeného polynému (linedrneho
alebo kvadratického) od danych bodov, nemusi tento polynédm skutocne vystihovat redlny charakter
danych funkénych bodov najlepsie, kedze nejaka ¢ast variabilty tychto hodndt méze pripadat na ind ako
linedrnu, resp. kvadraticku zévislost (vid. kapitolu o korelaénej anylyze).

m Priklad 16.1 Prelozme bodmi [1;0], [2;0], [3;4], [4;5], [5;4] a [6;5] parabolu.

Zapisme si hodnoty do tabulky.

i i [0 ] | x| v | v |
O 1]0]1 1 1 0 0
120 16 0 0
21314927 81 12 | 36
31 45|16 64 | 256 | 20 | 80
4 51 4 |25]125| 625 | 20 | 100
S5 6|5 |36]216| 1296 | 30 | 180

[ X [[21 [ 1891|441 [2275] 82 [ 396 |

To znamend, Ze rieSime stistavu
6ayg+2la; +91a; = 18,

2lap+91la; +441a, = 82,
9lap+441a, +2275a, = 396.
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V maticovom zdpise

6 21 91 ao 18
21 91 441 | oar | = 82
91 441 2275 a 396

Ststavu rie$ime Cramerovym pravidlom:

6 21 91
D=det| 21 91 441 | =3920,
91 441 2275
18 21 91
Di=det| 82 91 441 | =—12936,
396 441 2275
6 18 91
Dy=det| 21 82 441 | =11606,
91 396 2275
6 21 18
Dy=det| 21 91 82 | =—1050,
91 441 396
ateda
D, —12936 .
“W=1 = 399
D, 11606
_ 2210 -5 961
“=T = 39p0 200
Dy —1050
e - _0.268.
2= T 300 0268

Hladany polyném m4 tvar

p2(x) = —3.34+2.961 -x —0.268 - x°.



Riedenie urcitého integrélu funkcie f(x) na intervale (a;b) pomocou zndmeho Newton-Leibnizovho
vzorca

[ reax=r) - Fla)

je jednoducha zélezitost pokial poznidme primitivnu funkciu. V praxi sa ¢asto stane, ze primitivou funkciu
F(x) k funkcii f(x) nevieme néjst, & svojou zloZitostou prestdva mat praktické vyuzitie, alebo dokonca
vobec neexistuje.

My sa zameriame na problematiku vypoctu urditého integralu [, ab f(x)dx z pohladu jeho geometrickej
interpretécie, tj. tento ndm urcuje obsah plochy vymedzeny grafom funkcie f(x) a osou x-ovou v medziach
intervalu x € (a;b) (resp.: a < x < b).

Numericky vypocet tohto integrilu budeme nazyvat numerickd kvadratiira.

¥

a b X

Obr. 17.0.1: Geometrickd interpretdcia urcitého integraln

17.1 Newton-Cotesove kvadratirne vzorce

Tito metdda je zalozend na nahradeni funkcie f(x) na intervale (a;b) interpolaénym polynémom s ekvi-
diStantnymi uzlami patri¢ného stupna, ktory uz ndsledne zintegrujeme velmi lahko.
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Z pohladu rozmiestnenia uréenia polynému uzlovymi bodmi mézeme metddy rozdelit do dvoch skupin,
a to uzavreté vzorce (krajné body intervalu (a; b) st zéroven uzlovymi) a otvorené vzorce (krajné body
intervalu (a;b) nie s uzlovymi bodmi, uzly st rozmiestnené symetricky okolo stredu intervalu (a; b)).
My sa budeme v dalom zaoberat iba metédami uzavretymi.

Elementdrne uzavreté Newton-Cotesove vzorce
Prejdime rovno k jednotlivym Newton-Cotesovym kvadratdram.
Elementdrne uzavreté lichobeznikové pravidlo

Najjednoduchsim uzavretym pravidlom je lichobeznikové pravidlo.
Funkciu f(x) nahradime na intervale (a;b) linedrnym Lagrangeovym interpolaénym polynémom
x—>b xX—a

Li(x) = fl@) -, + 1) —.

jeho integriciou a pouzitim jednoduchych tprav, dostivame pre integrdl odhad

/abf(x)dx ~ /abLl(X)dxz/ab(f(“)x:fﬁf(b)z:a)dx

a a
b—a

= @)+ 1)

Nizov metédy pochddza z nahradenia plochy integralu lichobeznikom s vrcholmi a, b, f(b), f(a).

a—

a b

Obr. 17.1.1: Elementdrne uzavreté lichobeznikovo pravidlo

Elementdrne uzavreté Simpsonovo pravidlo
Prejdime teraz k nahradeniu funkcie f(x) kvadratickym Lagrangeovym interpolaénym polynémom, kde

stred intervalu (a; b) oznaéime s = ‘%b

L) = fl0) == ) e (0) =
Dosadenim a néslednou integriciou dostdvame

/abf(x)dx ~ /abLz(x)dxz...zb;a(f(a)+4f(s)+f(b))

= (@A )
atb

Toto pravidlo je trojkroké (druhého stupna, kedze n = 2,i = 0,1,2). Pri oznateni a = xo, s = 7 =x,

b=uxya f(x0) = fo, f(x1) = f1, f(x2) = f2 m6zZeme pre jednoduchost pisat

b _
/ f(x)dx ~ l%(fo+4f1+f2)-
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a (a+b)2 b

Obr. 17.1.2: Elementdrne uzavreté Simpsonovo pravidlo

Zovseobecneny elementdrny uzavrety Newton-Cotesov vzorec

Tymto istym spdsobom by sme mohli pokra¢ovat a nahrédzat funkciu f(x) Lagrangeovym interpolaénym
polynémom prislusného stupna n

b b n
/ Fx)dx ~ / Ly(x)dx = (b—a) ¥ Hif (x;),
a a i=0

kde H; st Cotesove koeficienty a x; st st uzly, x; = a+ih,kdeh = =% ai=0,1,2,.

V nasledujucej tabulke uvedieme prehlad zékladnych elementarnych Newton- Cotesovych VZOrcov

| stupen | nizov metddy | vzorec |
1 lichobeznikové f:f( )dx ~ 254 (fo+ f1)
2 Simpsonovo ab f(x)dx=~" ” (fo+4fi+12)
3 3/8 Simpsonovo | [ f(x)dx ~ l%(fo+3f1+3f2+f3)
4 Booleho J2 f)dx = 5@ (Tfo+ 321 + 12/ + 323+ 7f2)

Chyba elementdrneho Newton-Cotesovych vzorcov

Chyba elemntérnych Newton-Cotesovych vzorcov priamo zdvisi na chybe interpola¢ného polynému
(15.3.1), a to nasledujicim spésobom

b
) = o [ 17 (@) o) e ). (v )

kde & € (a;b). RieSenim tohto integrélu dostdvame odhad zvldst pre n parne a n nepérne.

(n+2)
elx) = f(n+2()§)/a x-(x—x0)(x—x1)...(x—x,)dx, pre n parne,
FrD gy b ,
ex) = (rlTl()')/a (x—x0)(x—x1)...(x—x,)dx, pre n nepirne,
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kde & € (a;b). Tieto integraly je mozné pre konkrétne stupne n vypoditat. V tabulke uvddzame prehlad
chyb elementirnych Newton-Cotesovych vzorcov

’ stuperl ‘ nézov metddy ‘ chyba ‘
1 lichobeznikovy elx)=— (bl_Q“) f(z) (&)
2 Simpsonovo e(x) = (b;(‘)l) 5f(4) (&)
3 3/8 Simpsonovo | €(x) = — 3(b§()a)7f(4) (&)
4 Booleho e(x)=— 8(225”) f(()) (&)

ZloZzené uzavreté Newton-Cotesove vzorce

Je prirodzené ocakévat, ze so zvy$ujucim sa po¢tom podintervalov by sa mala presnost zvySovat. Avsak aj
z predoslej tabulky vidno, Ze vyssi stupen interpolaéného polynému nezarucuje vyssiu presnost, nehovoriac
o tendencii polynémov vyssich rddov oscilovat mimo uzlovych bodov (Rungeho paradox). To viedlo
k myslienke rozdelenia intervalu (a;b) na siet podintervalov a na jednotlivych podintervaloch pouzit
elementdrne Newton-Cotesove vzorce. Pri zachovani ekvidiStantnosti siete, tymto dostdvame tzv. zlogené
uzavreté Newton-Cotesove vzorce.

ZloZené uzavreté lichobeznikové pravidlo

Rozdelme interval (a;b) na siet m ekvidiStantnych podintervalov diiky h= bﬁ“, Xip1—x;=h

X0, X15X25 -+ Xm

Na kazdom z tychto podintervalom aplikujeme elementdrne lichobeznikové pravdidlo. Znaéime tak, ako

v predoslom, §. f; = f(x;),i=0,1,2,.

b Xm
[ rwax = / flx dx+/ st [
~ E(fo—i—f]) (f1+f2)+ A+ (fm 14 fm) -

Po tiprave dostdvame
b 1 1
[ r@dxmhe (Sfot fit fort oot fos+ 56 ).
Chyba na kazdom z podintervalov (x;; 1, X;) je dand vztahom

_ P
8i<x> - _Ef (él) )
¢o pre celkovi chybu predstavuje
() = 1 (£9 &)+ 12 (&) oo+ P ()
12

Pre spojitt funkciu f (x) na intervale (a,b) existuje také & €

(a,b), ze plati

m-f &) =P &)+ P &)+ 4+ (&),
A teda pre odhad chyby zloZeného lichobeznikového pravidla plati
E (b—a)’ (b—a)’
—_ " 2 - _ (2) - _ 2)
() =~ mp® (&) = - O g gy = Lo g g
Pre praktické ucely je viak vhodnejsie pouzit horny odhad
(b—a)’
<
el < O,

kde M, = Jnax, |F@ (1))
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a=x, h X, h X, v b=x

m

Obr. 17.1.3: ZloZené uzavreté lichobeznikovo pravidlo

ZloZzené uzavreté Simpsonovo pravidlo
Podobnym spdsobom mozeme odvodit zlozené Simpsonovo pravidlo. Interval (a;b) viak teraz rozdelime
b—a

na parny m = 2k pocet podintervalov diiky h= Z4ana dvojice susednych podintervalov pouzijeme

elementérne Simpsonovo pravidlo, teda interpola¢ny polyném druhého stupna.

b
/af(x)dx ~ h[(%fo+%f1+%f2)+<%f2+§f3+%f4)
1 4 1
+.F (5fm—2+ gfm—l + gfm):|
= g(f0+4f1+2f2+4f3+2f4+---+2fm72+4fm71+fm)-

Chyba zlozeného Simpsonovho pravidla je dand vyrazom

mh? (b—a)h
Ry O N0 P S AL )
e(x) =~ 1) (g) = - LD g0 g
Jej horny odhad potom je
(b—ay

le(x)| < WM4’

kde My = maX> ‘f(“) (1)]-

tela,b

m Priklad 17.1 Uréme priblizné rieSenie urcitého integralu

4
/ V1+x3dx
1

s po¢tom krokov m = 6
a) lichobeznikovou metédou,
b) Simpsonovou metédou.

Pre m = 6 je krok na danom intervale h = l% = % = 0.5. V tabulke st uvedené prislusné funkéné
hodnoty v uzlovych bodoch funkcie.
X 1 1.5 2125 3 3.5 4

fi=fx) || V2| V43753 \/‘16.625 V28 | V43.875 | V65
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a) Pouzitim lichobeznikového pravidla dostdvame

4 1 1
/\/1+x3dx ~ 0.5 (2.f2+\/4.375+3+\/16.625+x/28+V43.875+2-@)
1
= 12.911.

b) Simpsonovym pravidlom mdme pre priblizné riesenie
4 0.5
/ V14+x3dx =~ 5 (\f2+4\/4.375+2'3—|—4-\/ 16.625+2v28+4- v43.875+v65>
1
= 12.872.

Gaussova kvadratira

Je dalsou moznostou numerického riesenia urcitého integralu. Jej zdkladom je nahradenie integrélu radom,
ktorého s¢itance su suciny koeficientov a uzlov. Tieto uzly st korene ortogonalnych polynémov, ¢o su
$pecilne funkcie s mnohymi zaujimavymi vlastnostami. Nasledujdca stat ndm v krétkosti niektoré z
tychto vlastnosti priblizi.

Ortogondlne polynémy

Definicia 17.2.1 Postupnost polynémov {;(x)}"_, nazyvame ortogondlne polyndmy s vahovon
funkcion v(x), ak pre stupeni polynému deg(¢@) = i plati

b
| 000, vwdx =0, prei ;.
a
R) Mnozinavietkych polynémov tvori vektorovy priestor, naktoromje definovand operécia skaldrneho
sucinu
b
(p(). @y = [ paE) v,

kde kazdd postupnost ortogondlnych polynémov tvori bizu tohto priestoru.

Veta 17.2.1 — Trojélenny rekurentny vztah. Monické ortogonédlne polynédmy vyhovujt tzv.
trojclennému rekurentnému vztahu

Pr1 (x) = (x— ) P (x) — Brepre—1 (%),
kdek=0,1,2,...,n, pricom plati

Po(x) = 1,

¢1 (x) = Xx—0,

kde koeficienty 0y a B st dané vztahmi

b 20\

o faf @i (x) v(x)dx’ k=0,1,...,n,
I (plg (x) - v(x)dx

fab (plg(x) v(x)dx

J2 @1 (x) - v(x)dx’

Br
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R Monicky polyném je polyném, ktorého koeficient pri najvyssej mocnine premennej x je rovny &islu
jedna.

Definicia 17.2.2 Systém normovanych ortogonélnych polynémov
WO(x)le/l (x)a'-'vllanrl (x)v
. norma ||y; (x)|| = 1,Vi=0,1,2,...,

_ (pk(x) _ (Pk(x)
e ()] \/ 292 (x) - v(x)dx

nazyvame systém ortonormdlnych polyndmov s vabovou funkcion v(x).

Vi (%)

Désledok 17.2.2 Trojclenny rekurentny vztah pre systém ortonormélnych polynémov mé tvar

V Bt 1 Wier1 (x) = (x — @) Wi (x) — \/E Vi1 (x),

kde
‘/’—l(x) = 0,
1
wo(x) = E

Bo = /abv(x)dx.

Oznaéme @, (x) ako stlpcovy vektor funkcii tvoreny ortonormélnymi polynémami az po stupeti n

v (0)

trojclenny rekurentny vztah md potom vseobecny tvar zapisany v maticovom tvare

0 \/E 0 0
VB oo . 0 0
x- Py (x) = 'q)n(x)"‘\/[TH‘WnH(x)’em
0 0 " o1 VB
0 0 \/[Tn a,

kde e, je n-ty stlpec jednotkovej matice stuptia .
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Ozna¢me maticu

a \/[Tl 0 0
VB oo .0 0

Jn+1 =

0 0 " oy B
0 0 - VB

ako Jacobiho maticu. Nech a je koretiom ortonormélneho (a aj ortogonélneho) polynému .41 (x),
§j. Yut1(a) = 0. Potom mi trojéenny rekurentny vztah v maticovom zdpise tvar

a-®,(a)=Jyt1-P,(a)

¢o je tvar maticovej rovnice vlastnych &isel a vektorov matice J,11. Teda @, (a) st vlastné vektory
matice J,41 prislachajice vlastnym ¢islam a matice J,,4 1.

17.2.2 Klasické ortogondine polynémy

Uvedme teraz niekolko typov tzv. klasickych ortogondlnych polyndmov.

Legendreove polynémy

vihova funkcia

interval ortogonality

xe (—1;1),
rekurentny vztah
Poor (x) = 2’1”;:11 B @) = B (),
Py(x) = 0,
P (x) = x,
Py(x) = %xz - %,
P;(x) = %x3 - %x,
P() = ot
Ps(x) = %xs - %xS + %x,
atd..

éebyEevove polynémy 1. druhu
vahovi funkcia

1
V1—x2

v(x)=
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interval ortogonality
xe (—1;1),
rekurentny vztah

Tt (x) =2x-T,, (x) = T,—1 ().

Tx) = 1,

T(x) = «x,

h(x) = 2x*—1,

T3(x) = 4x°—3x,

Ty(x) = 8x*—8x>+1,

Ts(x) = 16x° —20x> +5x,
atd..

Cebysevove polynémy 2. druhu

véhova funkcia
v(x)= V1-x2,
interval ortogonality
xe (—1;1),
rekurentny vztah

Upt1 (x) =2x-Uy, (x) = Up—1 (x).

Up(x) = 1,

Up(x) = 2x,

Us(x) = 4x*—1,

Us(x) = 8x°—du,

Us(x) = 16x*—12x%+1,
Us(x) = 32x°—32x°+6x,

atd..

Laguerreove polynémy
vihova funkcia

v(x)=e",
interval ortogonality

x € (0;00),
rekurentny vztah

2n+1-—-X n
n+1

Lyt (x) =
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Lo(x) = 1,

Li(x) = —x+1,

Ly(x) = %xz —2x+1,

Ly(x) = %lx3—%x2—3x+1,

Ly(x) = 214 —16x° +3x° —4x+1,
atd..

Hermiteove polynémy
vihov4 funkcia

vix)=e ",
interval ortogonality

X e (700700) )
rekurentny vztah

Hyy (x) =x-H,(x)—H, (x).

Ho(x) = 1,

Hi(x) = 2x,

Hy(x) = 4x*-2,

Hi(x) = 8x°—12x,

Hy(x) = 16x* —48x°+12,
atd..

Gaussova kvadratirna formula

Prejdime teraz k samotnému odvodeniu Gaussovej kvadratdry.
Pre Gaussovu kvadratirnu formu plati

/ab fldx - Zn: f“ a, =&, (17.2.1)

kde vyraz € (f) oznacuje chybu tejto kvadratary. Koeficienty A; ; a body a; ; volime tak, aby chyba bola
minimdlna.

Predpokladdme m = 1 teda, ze aproximdcia nezdvisi na derivécidch funkcie f(x), a teda Gaussova
kvadratdrna formula (17.2.1) m4 tvar

b n
[ A= s ) +e ),
pouzitim vdhovej funkcie dostdvame
[ 0rveass L

Pri aproximicii integralu volime celkovo 2n konstint (n koeficientov A ; a n uzlovych bodov a;). Najvyssi
stupeil presnosti je teda (2n — 1).
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Veta 17.2.3 Nech kvadratirna formula ma tvar
n
O(f) =Y Aj-f(a))
j=1

anech {@;(x)}._, tvori systém ortogondlnych polynémov na intervale ortogonality (a;b) vzhladom
na vdhovu funkciu v(x).
Potom tdto formula m4 stupen presnosti (2n — 1) prave vtedy, ked uzly tejto formuly st korene orto-

gondlnych polynémov @, (x).

p) Akuzly a; st korene ortogondlneho polynému @, (x) prislusného stupnia, koeficienty Gaussovej
kvadratiry A ; mézeme vypoditat:

L. metddon neurcitych koeficientov
b n
/ HKovde=Y Aj-d, k=0,1,2,...,
a j=1
2. integrdcion interpolacného polyndmu

A= [ o) v ian

Gauss-Legendreova kvadratickd formula
Legendreove polynémy st ortogonalne polynémy na intervale ortogonality (—1; 1) s vdhovou funkciou
v(x) = 1 a pre koeficienty Gaussovej kvadrattry plati

2(1—a§)

= j=0,1,2,....n.
" (Bi(a))
’ n H uzlya; ‘ koeficienty A ;
2| +¥ 1
0 8
3 3
i\/g 5

+0.339981 0.652145
+0.861136 0.347855
0 0.568889
5 +0.538469 0.478659
+0.906180 0.236927

m Priklad 17.2 Pomocou Gauss-Legendreovej kvadrattry pre n = 3 odhadnime

3
/ Inxdx.
1

Je potrebné zmenit interval (—1; 1) substisticiou x = ¢ + 2. Korene Legendreového polynému stupiia
n=73sa
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Koeficienty Gauss-Legendreovej kvadratary vypocitame podla vyssie uvedeného vztahu, kde dosédzame
do Legendreovho polynému druhého stupna

3 1
Pz(x)zixzfi.

Hodnoty koeficientov st
2
3
4 2(1—a}) 2<1_(_\ﬂ) ) 5
1 = = = 3
32 (P (a1))? 32 (3 (_ 3)2_1>2 9
2 5 2

A 2(1-d3) _21-0)

32(Py (a2))* 32(30_%)2
2

201-a) 2 1_(\/§)> 5

I AT

Teraz mdzeme pristapit k vypoctu samotného odhadu integralu pomocou Gauss-Legendreovej kvadratdrnej

formuly
3 5 3) .8 5 \F
n+1)dt ~ > fl=/2 )+ FO)+2F(4/2
o = 3() b2
5 3 8 5 3
= 2 —y/242) S m24 2 (/242
9 n( \/g+>+9n+9 n<\/§+>
= 1.2960.
Pre porovnanie hodnota exaktného rieSenia je (31n2 — 2) = 1.2958. .

Gauss-éebyEevovq kvadratickd formula 1. druhu

Cebysevove polynémy 1. druhu st ortogonilne polynémy na intervale ortogonality (—1;1) s vihovou

funkciou v (x) = \/11_7 a pre koeficienty jej Gaussovej kvadratary plati

T
A==, j=23,.n
n

’ n H uzlya; ‘ koeficienty A ;
V2
2| £5 3
0
3 V3 3
5
4 +0.92386 x
+0.38268 4

m Priklad 17.3 Vyuzitim Gauss—éebyéevovovej kvadratickej formuly 1. druhu odhadnime

I arccosx
dx
11 —x2
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Korene T (x) = 4x> — 3x st

Y-V
a) = 7 a =V, 03—2.
Koeficienty su
T
A=Ay =A3=7.
Odhad je
/1 arccosx T 7 V3
x ~ —.f| -2
VT2 3 2
= 4.93480.

Presné riesenic je & = 4.93480).

)+

Gauss-Laguerreova kvadraticka formula
Laguerreove polynémy st ortogondlne polynémy na nekone¢nom intervale ortogonality (0; o) s vihovou

funkciou
v(x)=e".
’ n H uzlya; ‘ koeficienty A ; ‘
NIERY e
2+V2 242
0.415775 0.711093
3 2.294280 0.278518
6.289945 0.010389
0.322548 0.603154
4 1.745761 0.357419
4.536620 0.038888
9.395071 0.000539
0.263560 0.521756
1.413403 0.398667
5 3.596426 0.075942
7.085810 0.003612
12.640801 0.000023

m Priklad 17.4 Odhadnime pren =2

/ e " -sinxdx.
0

Koeficienty vypocitame integréciou interpolaéného polynému L, (x) ktorého korene a; =2 — V2,ar =

2442,

Aq

A

n n V3
3'f(0)+3'f<2>

bl 7xx—2—\/§
= /e dx
0 —2\2

4

_2+V2

/w L x—24+2 2-2
= e d.x: .
0

2V2

4
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Odhadneme hodnotu integrilu

/Ome*x-sinxdx ~ 2+4ﬂ‘f(2—\/§>+2_4ﬂ‘f(2+\[2> =

= 0.4324509.

Presné rieSenie je % =0.5. n



>idinych rovnic

Diferencidlne rovnice, nazyvané aj rovnice matematickej fyziky, opisuju matematické modely fyzikdlnych
javov. S ich analytickou riesitelnostou sa $tudenti obozndmili v niz§ich roénikoch v kurzoch matematicke;
analyzy, kde si osvojili metddy riesenia istych typov diferencidlnych rovnic. V Zivote a v praxi sa viak
vyskytuju rovnice zloZitejsie, krorych analytickd riesitelnost je casto ndroénd alebo dokonca nemozna.
Vhodny néstroj na rieSenie takychto situdcif pontka numerickd matematika formou pribliznych rieseni,
ktorymi sa teraz budeme zaoberat.

Metodiku vysvetlime na rieseni jednej diferencidlnej rovnice prvého rddu s danou pociato¢nou pod-
mienkou - Cauchyho pociatoéna tloha. Nisledne ukdZzeme moznosti zov$eobecnenia pre riesenie ststav
diferencidlnych rovnic prvého rddu. Ukdzeme tiez, Ze diferencidlnu rovnicu vyssich ridov so zadanymi
pociato¢nymi podmienkami je mozné lahko previest na sastavu diferencidlnych rovnic prvého radu.

Pri viekych z nasledujucich metéd budeme hladat iba priblizné hodnoty v kone¢nom poéte tzv. uzlovych
bodova = xy < x1 < ... < X, = n namiesto funkecif spojitych na intervale (a, b), ako je tomu pri analy-
tickom rie$eni. Mnozine uzlovych bodov {xo,x1, ..., x, } hovorime siet a rozdiel h; = x; 4| — X; sa nazjva
krok siete v uzli x;.

Priblizné hodnoty riesenia v uzlovych bodoch, vypocitané numericky, budeme znacit yo, y1,...,yn, na
rozdiel od hodndt presného riesenia, ktoré znacime y (xo),y (x1) ...y (xn) (vid obrézok).

V dalSom sa podobne ako v priklade na obrizku budeme zaoberat iba pripadmi, kedy bude krok /2 medzi
jednotlivymi uzlami konstantny, tj. pravidelnd (ekvidistanina) siet.

Ak by sme potrebovali loment ¢iaru pribliznych rieSeni nahradit funkciou spojitou aj s prvou deriviciou
(hladkou krivkou), resp. vediet hodnotu v inom ako uzlovom bode pouzijeme niektory z interpola¢nych
polynémov.

18.0.1 Cauchyho pociatoénad uloha

Upriamme teraz pozornost na oby¢ajna diferencidlnu rovnicu prvého ridu s danou podiato¢nou pod-
mienkou

y =F(x,y), y(x0) = yo, (18.0.1)

takdro diferencidlna rovnica s takouto pociato¢nou podmienkou sa nazyva Cauchyho poliatocnd siloba.
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yi L

x() x] ------- x}'l X

Obr. 18.0.1: Presné a priblizné riesenie diferencidlnej rovnice v uzlovjch bodoch

Uvedme este podmienky riesitelnosti tlohy (18.0.1).

Veta 18.0.1 Nech je funkcia f (x,y) spojitd na obdlzniku
D= {(x7y) : |x7x0| <a, |y7y0| < b}a

kdea > 0,b > 0.
Potom existuje rieSenie pociatoénej tlohy (18.0.1) na intervale (xo — &, xo + o), kde o = min (a, %),
M = max |F (x,y)|.

F(x.y)

. . .. . d v Co g . R Y
Ak je naviac derivicia tejro funkcie pis ohranicend na obdlzniku D, potom je toto riesenie jediné.

Této veta urcuje iba postacujicu podmienku existencie jediného rieSenia, a tiez vo velkom poéte pripadov
zaruluje existenciu a jednoznac¢nost iba v malom okoli bodu xy. V technickej praxi sa preto existencia
ajednoznacnost riesenia ¢asto posudzuje i na zdklade informdcif o rieSenej ulohe, popripade fyzikalnych
vlastnosti hladaného riesenia.

=~

Obr. 18.0.2: Smerové pole dané diferencidlnon rovnicou
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Eulerova metéda

Je najjednoduchsou metédou na hladanie priblizného riesenia Cauchyho tlohy typu (18.0.1). Predpok-
ladajme pravidelnt siet, tj. ekvidiStantné rozmiestnenie uzlovych bodov {xg,x1,...,x,} s krokom A. Vo
vietkych bodoch siete teda podla (18.0.1) zrejme plati

Y (xi) = F (xi,y (%)) -

Derivéciu na lavej strane nahradime numerickou deriviciou a dostdvame

Y (Xit1) =y (%)
h

Nahradime y (x;) pribliznou hodnotou y;, mézeme vyjadrit pribliznta hodnotu pre y (x41) ako

=F (x;,y(x;)).

Yir1t =Yi+h-F(x;,yi). (18.1.1)

Tym dostdvame vztah, ktorym vypocitame priblizni hodnotu v nasledujicom uzlovom bode pomocou
hodnét v predoslom uzlovom bode.

y

Yo

X X X, X X, X

0 1 2 3 4

Obr. 18.1.1: Priblizné riesenie diferencidlnej rovnice Eulerovon metddou

m Priklad 18.1 Pomocou Eulerovej metddy riesme Cauchyho pociato¢nt tilohu

Yy=x'-y,  y0)=1

na intervale (0;0.5) s krokom 2 = 0.1.
Zrejme xg = 0,y9 = 1 a F (x,y) = x> — y. Priblizné hodnoty riesenia v nasledujicich uzlovych bodoch
budeme pocitat podla vztahu (18.1.1), teda

yier =yi+0.1-(xF —y), i=0,1,...,5.

Vypo¢itané hodnoty zapiseme do tabulky.

y i H 0\ 1 \ 2 \ 3 \ 4 5
x:0]01] 02 0.3 0.4 0.5
yi: | 1]09]0.811]0.7339 | 0.6695 | 0.6186

Pre porovnanie uvedieme aj hodnoty presného riesenia y = —e ™ +x? — 2x + 2 v uzlovych bodoch

| y(x): ]| 1]0.905 ] 0.8213 | 0.7492 | 0.6897 | 0.6435 |
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Z uvedeného je zrejmé, Ze presnost s narastajicim poctom uzlovych bodov klesi a takisto je zrejmé, Ze
p p vy
presnost podstatne zavis{ aj od kroku A.

Veta 18.1.1 Hovorime, Ze metdda je konvergentnd, pokial pre Iubovolntd Cauchyho pociato¢nt
tlohu (18.0.1) plati pre kazdé x € (a,b)

limy, =y (x), kde x = xo + nh.
n—soo

h—0

Modifikovand Eulerova metéda

Ako je z ndzvu met6dy zrejmé, jednd sa o isté vylepsenie Eulerovej metddy.

Najskor vypoéitame pomocné hodnoty k1 a k; a pomocou nich potom pribliznd hodnotu riesenia v dalsich
uzlovych bodoch.

V pripade prvej modifikovanej Eulerovej metddy pocitame podla vztahov

ki = F(x,y),
1

1
ky = F (xi—l—zh,yi—l— zh'/q) ) (18.2.1)

Yirel = Yith-ky.
au drubej modikovanej Eulerovej metddy

kl = F(xivyi)a
k, = F(xl-—l—h,yi—l—h-kl), (18.2.2)

1
Yirl = yi+ Eh' (k1 +k2).

Metéda Runge-Kutta 4. radu

Met6dy typu Runge-Kutta patria k jednym z najdolezitejsich skupin jednokrokych metéd. Obe z modi-
fikovanych Eulerovych met6d patria tiez k metédam typu Runge-Kutta. Uvedieme najcastejsie uvidzana
a najpouzivanejsiu z metéd typu Runge-Kutta (zvedavajsicho (itatela odkdzeme na pramene, keoré si
dafame sim dokéze ndjst), a to metddu Runge-Kutta 4. radu. Je vSeobecne tolerovanou mylkou povazovat
za metédu Runge-Kutta préve tito z jej nespocetného mnozstva variant

kl = F(xivyi)a
1 1
ky = F<xi+2ha)’i+2h'kl)a
1 1
ks = F (x,- + Eh’yi + Eh . kz) , (18.3.1)

k4 = F(-xi+h7yi+h'k3)7
1
Vi1 = Yi+ gh- (ki +2ky +2k3 + ky) .
m Priklad 18.2 Pomocou met6édy Runge-Kutta 4. ridu riesme Cauchyho pociatocnt tlohu

y=x-y, y0)=1

na intervale (0;0.5) s krokom 2 = 0.1.

V kazdom kroku musime vypocitat Styri koeficienty k1, k2, k3 a k4 a pomocou nich potom priblizné hod-
noty v dalsich uzlovych bodoch dosadenim do (18.3.1). Vysledky zapiseme do tabulky, v ktorej uvedieme
aj hodnoty presného rieSenia y(x, ), tak ako tomu bolo v predo$lom priklade
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il o [ o) 1o [y |
0 1 =1
ol o | | 0.05 0.95 ky = —0.9475

0.05 0.952625 ks = —0.950125
0.1 0.9049875 ks = —0.8949875
0.1 0.9051627 ky = —0.8951627
0.15 0.8604046 ko = —0.8379046
0.15 0.8632675 ks = —0.8407675
0.2 0.8210860 ks = —0.7810860
0.2 0.8212695 k1 = —0.7812695
0.25 0.7822060 ky = —0.7197060
0.25 0.7852842 ks = —0.7227842
0.3 0.7489911 ks = —0.6589911
0.3 0.7491822 ky = —0.6591822
0.35 0.7162230 ko = —0.5937230
0.35 0.7194960 ks = —0.5969960
0.4 0.6894826 ks = —0.5294826
0.4 0.6896804 k1 = —0.5296804
0.45 0.6631964 ky = —0.4606964
0.45 0.6666456 k3 = —0.4641456
0.5 0.6432659 ks = —0.3932659

1] 0.10.9051672 | 0.9051626

2] 0.2 | 0.8212695 | 0.8212693

31 0.3 ] 0.7491822 | 0.7491818

4| 0.4 ] 0.6896804 | 0.6896800

51 0.5 | 0.6434699 | 0.6434693

18.4 Viackrokové metddy riesenia diferencidlnych rovnic

Viackrokové metddy riesenia Cauchyho pociato¢nej ilohy delime v zdsade na dva typy podla principu
vyjadrenia vztahu, a to na explicitné a implicitné formuly.
Dodrziavame doteraz pouzivané oznacenie. Je dand siet

Xit1 =X+ h, i=0,1,...,n.

Explicitnd viackrokovd formula bude mat vo veobecnosti tvar

Yirl =Yit+h-@ | fiyi,Yie1,-- Vi (k-1)

k hodnodt

a implicitnd viackrokovd formula ma tvar

Yiel =YVith-@ | [Yie1,YiYio15 - Vie(k-1)

k+1 hodnoét

Hlavn4 idea viackrokovych metdd spoéiva v pouziti Newton-Cotesovych vzorcov na riesenie ¢iastkovej
Cauchyho potiato¢nej ulohy y' = f (x,y) na intervale (X4 1—k;Xm+1), tj. rieSenie integrélnej rovnice
tvaru
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odkial dostdvame

Y0me) =yl = [ f )

Xm+1—k

Na pravej strane rovnosti vyuzijeme Newton-Cotesove formule (interpolaénym polynémom stupna n)

s k+ 1 rovnomerne rozloZenymi uzlami.
L k=2,n=0

Pouzitim obdlznikového pravidla'

/abu(x)dxz (b—a)-u <042rb>7

dostivame

Y (1) =y (om—1) 2 2R~ f (xm, y (xm) ) -
Cim dostivame explicitnt dvojkrokovi metédu
Ymt1 = Ym—1+2h- f (X, Ym) 5
ktorej chyba O(h?) je radu, tj. z4visi od druhej mocniny kroku /1 .

2. k=1,n=1
Pouzitim lichobeznikového pravidla

dostdvame

N

Y Gom1) =y (m) &= 5+ (F (omsy () + f o153 (K1) -

Odkial dostavame implicitnt jednokrokovi metédu
h 3
Ym+1 = Ym+ 5 (o + fnr1) +O(R7),
kde oznac¢ime fi, = f (X, y (%)) (podobne i v nasledujticom).

3. k=4,n=2
Pouzitim otvoreného Simpsonovho pravidla

b b
/ u(x)dx =~ 3 a-(2u1—u2+2u3),

dostdvame

4h
Y(xm+1) _Y(xm73) ~ ? : (2fm72 _fmfl +2fm) .

Explicitnd $tvorkrokovd metéda m4 tvar

4h
Ym+1 = Ym-3+ ? : (2fm72 _fmfl +2fm) + O(hs)

'Otvorené Newton-Cotesove pravidlo.
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4. k=2n=2

Pouzitim uzavretého Simpsonovho pravidla

b bh—
/ u(x)dx ~ a-(uo+4u1+2uz),
a

6

dostivame

y(xm-H)

2h
_y(xm) ~ g : (fm—l +4fm +fm+1)~

Implicitnd dvojkrokovd metéda md tvar

=3+t 4t faer) + 00,

18.4.1 Adams-Bashforthove metody

Adams-Bashforthove extrapolaéné metddy su explicitné metédy

Ym+1

Ym+1

Ym41

Ym+1

h h?
n. _ Le)
+5 (3fm fﬁ_1)+»2_f (€)

h 5K
ym"’ﬁ'(zz’)fm 16fm 1‘|‘5fm 2)+7f (g)

h 3n4
Ym+ﬂ'(55fm_59fm71+37fm 2= 9 fm- 3)‘1'7][ (é)

h

720 (l901fm—2774fm 1+2616f,_ 2 — 127413+ 251 f,— 4)

95h5

+—2888f 1(8).

18.4.2 Adams-Moultenove metédy

Adams-Moultenové interpolaéné metddy st implicitné metédy

Ym+1

Ym+1

Ym41

Ym+1

Ym+1

2

h
ym+h'fm+l - ?f(z) (5),

Ym

Ym

Ym

Ym+

h
+§‘(fm+fm+l) -

3

h
Ef(3) (g) ’

ANE 8 " g
+E( fm+l+ fm_fmfl)_ﬂf (g)

h 19%°
b Ofr + 19— S+ i 2) — o O(E),
o (251 f + 646 — 264 1+ 106f 2~ 193 3)
30
S0 ).

18.4.3 Metody prediktor-korektor

V predoslom sme si mohli v§imnut jedna zaujimavost, pri explicitnych metédach mala chyba kladné
znamienko, zatial ¢o pri implicitnych metédach bola chyba metédy zdporna. To nés prividza k myslienke

elimindcie chyby kombindciou explicitnej a implicitnej metddy.
Metéda prediktor-korektor je dvojkrokovy algoritmus:
Predikcny krok: inicidcia - explicitnou metédou ziskame prvotny odhad hodnoty v nasledujicom kroku.
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Korekcny krok: nisledne implicitnou metédou skorigujeme chybu v tom istom kroku.
Vseobecny tvar viackrokovej metddy je

Ymel = A0Ym T aA1Ym—1+ o 1Y (k1)
b1 fng1 + 0 (bofm+ b1 fn1 - Dt frne 1)) -

koeficient b_1 je dolezity z pohladu typoldgie metddy.

Akje b_1 = 0, metdda je explicitnd.

Akje b_1 # 0, metdda je implicitnd.

Vseobecny tvar viackrokovej metédy modzeme zapisat i v tvare

Ym+1 —a0Ym — A1 Ym—1 — -+ - — Qk—1Ym—(k—1)
= h(b_1 fur1 +b0fm+bifim1+ -+ bt fuo 1)) - (18.4.1)

Ozna¢me nasledujice polynémy

P (1) =t —apt" ! —ayik2

— ... — Qo —ay_1,
ako prvy charakteristicky polynom viackrokovej metddy (18.4.1) a
Ox (t) = b_ltk —i—botkil + bltkiz 4. b ot + by,

ako drubyy charakteristicky polyndm viackrokovej metddy (18.4.1).

Definicia 18.4.1 Viackrokové metdda (18.4.1) je stabilnd pre viekty funkcie f(x,y) spliujice Lip-
schitzovskt podmienku, ak pre korene jej prvého charakteristického polynému Py () plati

|ts] < 1,aleboak [t;| =1,
potom ¢ je jednoduchy koren.
Definicia 18.4.2 Viackrokovd metdda (18.4.1) je konzistentnd, ak plati
R()=0 A P()=0(1).
m Priklad 18.3 Majme viackrokovti metédu
Yms1 = =4 +5ym1 +h(4fn +2fm-1)-
Metdda je dvojkrokovd a pre jej prvy charakeeristicky polyném plati

Py(t)=1>+4t -5,

ktorej korene sut) = 1 atp) = —5. Vidime, Ze metdda je nestabiln4.
Dalej plati

P(1) = 0,

P(t) = 2t+4,

0,(t) = Or*+4r+2.

Py (1)=6=0:(1)

a metdda je teda konzistentnd. "
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m Priklad 18.4 Je dany Hammingov korektor

9 1 3h

Ym+1 = gym - gym—Z + 7 (fm+1 +2fm _.ﬁ11—1) .

Metéda je trojjkrokovd a jej prvy charakteristicky polyném je

9 1
Pi(t)=1 — 22+
5 () 3 +8

Jejkorene sty = 1at, = = & {-1/33, a preto je metéda stabilnd.

Dalej
P(l) = 0
P(t) = 3t+2
3 - 4’
3
P(l) = =
3( ) 4’
3; 3, 3
1) = P+t
Q) = Gl gt
3
Odkial
, 3
1) =2 =0y(1),
tym pddom je metdda aj konzistentnd. .

Veta 18.4.1 Viackrokovd metdda (18.4.1) konverguje pre viekty funkcie f(x,y) spliiujuce Lipschi-
tzovskd podmienku préve vtedy, ak je stabilnd a konzistentnd.

RieSenie sustav diferencidlnych rovnic

Riesenie ststav obycajnych diferencidlnych rovnic prvého ridu s pociatoénymi podmienkami

i = F@ynyz.oy),  yi(xo)=m,
y/2 = B (xaylvyza-"7yn>7 y2 (XO) = M2, (IS'S'I)
y;z = kK (x7y1>y27"'7yn)7 Yn ('XO):nn

sa hladd podobne ako riesenie jednej diferencidlnej rovnice s poc¢iato¢nou podmienkou.
Systém (18.5.1)mozeme vektorovo prepisat ako

y/:F(an)7 Y(XO):TI’
T T T
kdey:(ylay27"‘ayn) ,F:(FI,FZ,...,F,,) an = (nlan27"'>nn) .
Na rieSenie takejto sistavy mdzeme pouzit ktortkolvek z horeuvedenych metéd, len je potrebné pracovat

s vektormi.
Eulerova metdda pre systém je v tvare

Yitr1 =Yi+h-F(x,yi), (18.5.2)
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Runge-Kutta metéda 4. ridu pre sistavu ma nasledovny tvar
k] = F (xia yl) )

1 1
k, = F <xi+2h7yi+2h'kl>>

1 1
k3 = F <xl+2h7yl+2hk2> )
k4 = F(x,-+h,yl~+h~k3),

1
Yit1 = Yit+ gh' (ki +2ky +2ks +ky) .

V pripade, Ze riesime ststavu dvoch rovnic, je jednoduchsie nezndme funkcie oznadit y a z a pravé strany

F a G, aby sme sa vyhli komplikovanej indexécii. Stistava m4 potom tvar
Yy = Fxyz),  y(x)=yo,
Z/ = G(x,y,z), Z(XO) = 20,

Eulerovu matédu mézeme potom zapisat v tvare

Vi1 = yi+h'F(-xi)yi7Zi)7
Ziglt = Zi+h-G(x,yi,%).

a metéda Runge-Kutta 4. ridu

1
yir1i = yi+ gh‘ (ki + 2ky + 2k3 + kyq)

Zigl = Zi+éh'(ll +2L+213+ 1),
kde

ki = F(xi,yiz),

L = G(xi,Yi2),

ky = F<X,+ hy,—i—éh kl,zl-i-;h A

1 1 1
12 — G(X +2h yl+2h k1721+2h ll

2 2 2

1 1
I3 = Xi+ = hyt+ h ky,zi+=h-I

1 1 1
ky = F<x+ “hyi+zh-ky,zi+ hlz>,

G

2

ky = F(xi+hy+h- kg,z,—i-h L),
G

lh = Gxi+hyi+h-ks,zi+h-1).

18.6 Riesenie diferencidlnych rovnic vyssieho radu
Obyc¢ajnu diferencidlnu rovnicu n-tého rddu s pociato¢nymi podmienkami
YW=Fr (x,y,y’,y”,---,y("‘”) :

s podmienkami

¥(x0) =0, ¥ (0) = ¥ -, ¥ (g) =y
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mdzeme previest na sustavu diferencidlnych rovnic prvého ridu, a to nasledujtacim spoésobom.

v/ _ ) _ —1 . 7Ny /] ! ' U :
Oznadimey; = y,y2 =,...,yp =y V). Potom zrejme plati, Ze y| = y2,y5 = y3 atd.. Podla zadanej
diferencidlnej rovnice m4 platit

n ! n—1
y()=F<x,y,y,y,---,y( )>,
¢o pri novom oznaceni ma tvar

y;z = F(anI7y27y37- .- 7yn) .

Tym sme ziskali sustavu n diferencidlnych rovnic prvého ridu

i = o, y1 (x0) = yo,
/ /
Yo = y3 )72()60):)’07
: (18.6.1)
-1
Yy = Fynynysov) o) =y,

ktort riesime lubovolnou z uvedenych metéd. Riesenie pdvodnej rovnice n-tého rddu je potom prvé

zlozka riesenia ststavy (18.6.1).






19.1 Tabufky zdkladnych rozdeleni pravdepodobnosti

Uvedieme $tatistické tabulky zakladnych rozdeleni pravdepodobnosti, a to Studentovo #-rozdelenie,
5% rozdelenie a normélneho normované rozdelenia N (0; 1).
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Kapitola 19. Prilohy
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)
0.90
3.078

1.886
1.638
1.533
1.476
1.44
1.415
1.397
1.383
1.372
1.363
1.356
1.35
1.345
1.34
1.337
1.333
1.33
1.33
1.325
1.323
1.321
1.319
1.318
1.316
1.315
1.314
1.313
1.311
1.31

)
0.95
6.314

2.92
2.353
2.132
2.015
1.943
1.895

1.86
1.833
1.813

1.8

1.782
1.771
1.761
1.753
1.746

1.74
1.734

1.73
1.725
1.721
1.717
1.714
1.711
1.708
1.706
1.703
1.701
1.699
1.697

(n)
10.975

12.706  63.657

4.307
3.182
2.776
2.571
2.447
2.365
2.306
2.262
2.228
2.201
2.179
2.160
2.145
2.131
2.12
2.11
2.101
2.1
2.086
2.08
2.074
2.069
2.064
2.06
2.056
2.052
2.048
2.045
2.042

(n)
19.995

9.925
5.841
4.604
4.032
3.707
3.499
3.355
3.250
3.169
3.106
3.055
3.012
2.9717
2.947
2.921
2.898
2.878
2.861
2.845
2.831
2.819
2.807
2.797
2.787
2.779
2.771
2.763
2.756
2.750

Kritické hodnoty Studentovho f-rozdelenia

NN IR T N T I O O SR

[y
=

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
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0

0
0.5

0.01 0.02
0.504 0.508

0.1 054 0.544 0.548

0.2
0.3
04
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1
11
1.2
1.3
14
1.5
1.6
1.7
1.8
19
2
21
22
23
24
25
2.6
2.7
28
29

0.579
0.618
0.655
0.691
0.726
0.758
0.788
0.816
0.841
0.864
0.885
0.903
0.919
0.933
0.945
0.955
0.964
0.971
0.977
0.982
0.986
0.989
0.992
0.994
0.995
0.997
0.997
0.998

0.583 0.587
0.622 0.626
0.659 0.663
0.695 0.698
0.729 0.732
0.761 0.764
0.791 0.794
0.819 0.821
0.844 0.846
0.867 0.869
0.887 0.889
0.905 0.907
0.921 0.922
0.934 0.936
0.946 0.947
0.956 0.957
0.965 0.966
0.972 0.973
0.978 0.978
0.983 0.983
0.986 0.987
0.99 0.99
0.992 0.992
0.994 0.994
0.995 0.996
0.997 0.997
0.998 0.998
0.998 0.998

0.03
0.512
0.552
0.591
0.629
0.666
0.702
0.736
0.767
0.797
0.824
0.849
0.871
0.891
0.908
0.924
0.937
0.948
0.958
0.966
0.973
0.979
0.983
0.987

0.99
0.992
0.994
0.996
0.997
0.998
0.998

0.04
0.516
0.556
0.595
0.633

0.67
0.705
0.739

0.77

0.8
0.826
0.850
0.873
0.893

0.91
0.925
0.938
0.949
0.959
0.967
0.974
0.979
0.984
0.987

0.99
0.993
0.994
0.996
0.997
0.998
0.998

0.05
0.52
0.56
0.599
0.637
0.674
0.709
0.742
0.773
0.802
0.829
0.853
0.875
0.894
0.911
0.926
0.939
0.951
0.96
0.968
0.974
0.98
0.984
0.988
0.991
0.993
0.995
0.996
0.997
0.998
0.998

0.06
0.524
0.564
0.603
0.641
0.677
0.712
0.745
0.776
0.805
0.831
0.855
0.877
0.896
0.913
0.928
0.941
0.952
0.961
0.969
0.975

0.98
0.985
0.988
0.991
0.993
0.995
0.996
0.997
0.998
0.998

0.07
0.528
0.567
0.606
0.644
0.681
0.716
0.749
0.779
0.808
0.834
0.858
0.879
0.898
0.915
0.929
0.942
0.953
0.962
0.969
0.976
0.981
0.985
0.988
0.991
0.993
0.995
0.996
0.997
0.998
0.999

0.08
0.532
0.571

0.61
0.648
0.684
0.719
0.752
0.782
0.811
0.836
0.860
0.881

0.9
0.916
0.931
0.943
0.954
0.962

0.97
0.976
0.981
0.985
0.989
0.991
0.993
0.995
0.996
0.997
0.998
0.999

Distribu¢n4 funkcia normalneho normovaného rozdelenia pravdepodobnosti £ ~N(0;1)

0.09
0.536
0.575
0.614
0.652
0.688
0.722
0.755
0.785
0.813
0.839
0.862
0.883
0.901
0.918
0.932
0.944
0.954
0.963
0.971
0.977
0.982
0.986
0.989
0.992
0.994
0.995
0.996
0.997
0.998
0.999

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

11
1.2
1.3
14
15
1.6
1.7
1.8
1.9

21
22
23
24
25
2.6
2.7
2.8
29
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n: Xg.Ol;(n) Xg.ozs;(n) Xg.os;(n) X§.95;(n) Xg.975;(n) 13.99;(@ n:
1 6.635 5.024 3.841 0.004 0.001 0 1

2 9.21 7.378 5.991 0.103 0.051 0.02 2

3 11.345 9.348 7.815 0.352 0.216 0.115 3

4 13.277 11.143 9.488 0.711 0.484 0.297 4

5 15.086 12.833 11.07 1.145 0.831 0.554 5

6 16.812 14.449 12.592 1.635 1.237 0.872 6

7 18.475 16.013 14.067 2.167 1.69 1.239 7

8 20.09 17.535 15.507 2.733 2.18 1.646 8

9 21.666 19.023 16.919 3.325 2.7 2.088 9

10 23.209 20.483 18.307 3.94 3.247 2.558 10
11 24.725 21.92 19.675 4.575 3.816 3.053 11
12 26.217 23.337 21.026 5.226 4.404 3.571 12
13 27.688 24.736 22.362 5.892 5.009 4.107 13
14 29.141 26.119 23.685 6.571 5.629 4.66 14
15 30.578 27.488 24.996 7.261 6.262 5.229 15
16 32 28.845 26.296 7.962 6.908 5.812 16
17 33.409 30.191 27.587 8.672 7.564 6.408 17
18 34.805 31.526 28.869 9.39 8.231 7.015 18
19 36.191 32.852 30.144 10.117 8.907 7.633 19
20 37.566 34.17 31.41 10.851 9.591 8.26 20
21 38.932 35.479 32.671 11.591 10.283 8.897 21
22 40.289 36.781 33.924 12.338 10.982 9.542 22
23  41.638 38.076 35.172 13.091 11.689 10.196 23
24 42 .98 39.364 36.415 13.848 12.401 10.856 24
25 44.314 40.646 37.652 14.611 13.12 11.524 25
26 45.642 41.923 38.885 15.379 13.844 12.198 26
27 46.963 43.195 40.113 16.151 14.573 12.879 27
28 48.278 44.461 41.337 16.928 15.308 13.565 28
29 49.588 45.722 42.557 17.708 16.047 14.256 29
30 50.892 46.979 43.773 18.493 16.791 14.953 30
40 63.691 63.691 55.758  26.509 24.433 22.164 40
50 76.154 76.154 67.505 34.764 32.357 29.707 50
60 88.379 88.379 79.082 43.188  40.482 37.485 60
70 100.425 100.425 90.531 51.739 48.758 45442 70
80 112.329 112.329 101.879 60.391 57.153 53.54 80

120 15895  158.95 146.567 95.705 91573 86.923 120

Kritické hodnoty x2-kvadrit rozdelenia
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